
А. Н. Т и м а ш е в (Москва, ТВП). Асимптотические разложения для
распределения числа блоков в случайном разбиении.

Пусть θn — случайная величина, равная числу блоков в разбиении, выбранном

случайно равновероятно из класса всех разбиений множества {1, 2, . . . , n}. Если Bn

— число таких разбиений (число Белла), то [1, с. 139]

P {θn = N} =
σ(n, N)

Bn
, N = 1, 2, . . . , n. (1)

При этом
∑n

N=1 σ(n, N) = Bn, n = 1, 2, . . . , и σ(n, N) — числа Стирлинга второго

рода.

Известно [2], что при n →∞

Bn =
1

√
ln n

exp

{
n

(
r +

1

r
− 1

)
− 1

}
(1 + o (1)), (2)

где r — единственный положительный корень уравнения

rer = n, (3)

причем

r ∼ ln n, n →∞; (4)

точнее (ср. [2]),

r = ln n− ln ln n +
ln ln n

ln n
+ o

(
ln ln n

ln n

)
.

Известно также, что при n → ∞ [1, с. 141] Eθn = (n/ ln n)(1 + o (1)), Dθn =
(n/(ln n)2)(1 + o (1)) и случайная величина (Dθn)−1/2(θn − Eθn) имеет в пределе

стандартное нормальное распределение.

Если N = N(n) = o (n) при n →∞, то [3]

σ(n, N) =
Nn

N !
exp {−Ne−n/N}(1 + o (1)). (5)

На основе соотношений (1)–(5) доказан следующий результат.

Теорема. Пусть n, N → ∞ так , что N = (n + x
√

n)/r, где x = x(n) =

o (
√

n/ ln n), r — единственный корень уравнения (3), r > 0.
Тогда

P {θn = N} =
ln n
√

2πn
exp

{
−

x2

2

(
1+

1

r

)
+

∞∑
m=1

(−1)m+1xm+2

(m + 2)nm/2

(
1+

1

r(m + 1)

)}
(1+o (1)).

(6)
Разложение (6) является асимптотическим в том смысле, что если n→∞,

при x = o (n(M+1)/(2M+6)) в соответствующем сходящемся ряде достаточно о-
граничиться первыми M членами, M = 0, 1, . . .

Следствие. Если в условиях теоремы x = o (
√

ln n), то P {θn = N} =

(ln n/
√

2πn)e−x2/2(1 + o (1)).
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