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1. Введение. Основываясь на результатах работы [1], в докладе приводится о-
ценка границ спрэда [2] Европейского опциона.

2. Постановка задачи. Пусть на стохастическом базисе (Ω, F, (Ft)t∈N0
, P ),

N0
∆
={0, . . . , N}, задана d-мерная случайная последовательность (St,Ft)t∈N0

, кото-

рая описывает эволюцию стоимостей d рисковых активов [2]. Положим для любого

t ∈ N0 Ft = FS
t

∆
=σ{S0, . . . , St} и FS

N = F . Пусть fN (S.) — FN -измеримая случайная

величина (платежное обязательство [2]).

Обозначим PN (S, P ) множество вероятностных мер на (Ω, F, (Ft)t∈N0
), эквива-

лентных мере P .

Пусть (γt,Ft)t∈N1
(N1

∆
={1, . . . , N}) — предсказуемая d-мерная последователь-

ность. Множество таких последовательностей обозначим DN
0 (P ). Обозначим

DN
t+1(P ) (Dt(P )) сужение DN

0 (P ) на множество {t + 1, . . . , N} ({t}) и будем исполь-
зовать обозначение γN

t+1 ∈ DN
t+1(P ) (γ ∈ Dt(P )).

Пару (Q, {γt}t∈N1
) ∈ PN (S, P )×DN

0 (P ) назовем бистратегией. Обозначим

IQ,γN
t+1 (t, St

0)
∆
=MQ

[
exp

{
fN (S.)−

N∑
i=t+1

(γi, ∆Si)

}∣∣∣∣∣Ft

]
.

Бистратегию (Q, {γt}t∈N1
) назовем допустимой, если P -п. н. IQ,γN

1 (0, S0) < ∞.

Множество допустимых бистратегий обозначим PN (S, P )×D
N
0 (P ). Для любого t ∈

N0 обозначим

V t
∆
=P − essinf

γN
t+1

∈D
N
t+1(P )

esssup
Q∈PN (S,P )

IQ,γN
t+1 (t, St

0),

vt
∆
=P − essinf

γN
t+1

∈D
N
t+1(P )

essinf
Q∈PN (S,P )

IQ,γN
t+1 (t, St

0).

Очевидно, что vt 6 V t P -п. н. для любого t ∈ N0.

Через MN (S, P )(⊂ PN (S, P )) обозначим множество мартингальных мер [2].

Везде ниже мы полагаем, что MN (S, P ) 6= ∅. Верхней стоимостью Евро-
пейского опциона называют величину, равную supQ∈MN (S,P ) MQfN (S.), нижней

стоимостью — infQ∈MN (S,P ) MQfN (S.), а разность supQ∈MN (S,P ) MQfN (S.) −
infQ∈MN (S,P ) MQfN (S.) называют спрэдом [2].

3. Оценка сверху верхней стоимости Европейского опциона.
Теорема 1. Пусть фильтрация (Ft)t∈N0

— универсально полна. Тогда
(V t,Ft)t∈N0

удовлетворяет рекуррентному соотношению P -п. н.{
V t = P − essinfγ∈Dt+1(P ) esssupQ∈PN (S,P ) MQ[V t+1e−(γ,∆St+1)|Ft],

V t|t=N = efN (S.).

Теорема 2. Пусть для любого t ∈ N1 выполнено одно из условий:
i) существует такая мера Q̂ ∈ PN (S, P ), что P -п. н.

lim
|γ|→∞

MQ̂[V te
−(γ,∆St)|Ft−1] = ∞,

ii) существует такая мера Q̂ ∈ PN (S, P ), что для любого t ∈ N1

Q̂(∆St > 0|Ft−1) > 0, Q̂(∆St < 0|Ft−1) > 0 P − п. н.
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Тогда существуют такие {γ∗t }t∈N1
∈ D

N
0 (P ) и возрастающая случайная по-

следовательность (Ct,Ft)t∈N0
(C0 = 0), что P -п. н.

fN (S.) = ln V 0 +
N∑

i=1

(γ∗i , ∆Si)− CN .

Из теоремы 2 следует оценка сверху верхней стоимости Европейского опциона на

неполном рынке.
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, а множество PN (S, P ) —

слабо компактно. Тогда существует такая мера Q∗ ∈ MN (S, P ), что:
i) V 0 = MQ∗

[exp{fN (S.)−
∑N

i=1(γ∗i , ∆Si)}|F0],
ii) ln V 0 > supQ∈MN (S,P ) MQfN (S.).

4. Оценка снизу нижней стоимости Европейского опциона.
Теорема 4. Пусть фильтрация (Ft)t∈N0

— универсально полна. Тогда
(vt,Ft)t∈N0

удовлетворяет рекуррентному соотношению P -п. н.{
vt = P − essinfγt+1∈Dt+1(P ) esssupQ∈PN (S,P ) MQ[vt+1e−(γ,∆St+1)|Ft],

vt|t=N = efN (S.).

Теорема 5. Пусть выполнено условие теоремы 4 и для любого t ∈ N1

lim
|γ|→∞

essinf
Q∈PN (S,P )

MQ[vte
−(γ,∆St)|Ft−1] = ∞.

Тогда для любых t и меры Q ∈ PN (S, P ) существует такое {γ̂t}t∈N1
∈ D

N
0 (P ),

что P -п. н.

vt 6 P − essinf
γt+1∈Dt+1(P )

MQ[vt+1e−(γ,∆St+1)|Ft] = MQ[vt+1e−(γ̂t+1,∆St+1)|Ft].

Теорема 6. Пусть выполнены условия теоремы 5. Тогда относительно лю-
бой меры Q ∈ PN (S, P ) существует такая возрастающая последовательность
(dt,Ft)t∈N0

(d0 = 0), что P -п. н.

fN (S.) = ln v0 +

N∑
i=1

(γ̂i, ∆Si) + dN .

Из теорем 5 и 6 следует оценка снизу нижней стоимости Европейского опциона
на неполном рынке.

Теорема 7. Пусть выполнены условия теоремы 5 и PN (S, P ) — относительно
слабо компактно. Тогда существует такая мера Q∗ ∈ MN (S, P ), что:

i) v0 = MQ∗ [exp{fN (S.)−
∑N

i=1(γ̂i, ∆Si)}|F0],

ii) ln v0 6 infQ∈MN (S,P ) MQfN (S.).
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