
А. Н. Т и м а ш е в (Москва, ТВП). Об асимптотических разложениях
для многомерного гипергеометрического распределения.

Многомерное гипергеометрическое распределение случайного вектора (µ1, . . . ,

µs) определяется условиями:

P {(µ1, . . . , µs) = (k1, . . . , ks)} = (Cn
N )−1Ck1

M1
· · ·Cks

Ms
, (1)

если k1, . . . , ks — такие целые неотрицательные числа, что k1 + · · ·+ks = n, kj 6 Mj ,

j = 1, . . . , s и P {(µ1, . . . , µs) = (k1, . . . , ks)} = 0 в остальных случаях.

В равенстве (1) n, N, s, M1, . . . , Ms — целые положительные числа, для которых
n < N , s > 2, M1 + · · ·+ Ms = N . Далее считаем, что s = const,

pj = pj(N) =
Mj

N
, j = 1, . . . , s, (2)

β = β(N) =
n

N
. (3)

Из этих условий следует, что p1 + · · · + ps = 1. Кроме того, Eµj = npj = βNpj ,
j = 1, . . . , s.

Будем также предполагать, что существует такая постоянная ε, что

0 < ε 6
β(1− β)

s
min{p1, . . . , ps}. (4)

Получены асимптотические разложения для локальных вероятностей (1), если

kj = kj(N) →∞ при N →∞ так, что

kj = βNpj + yj

√
β(1− β)Npj , (5)

yj = o (
√

N), j = 1, . . . , s. (6)

Эти разложения имеют вид сходящихся степенных рядов и могут быть использованы

для практических расчетов.

При условиях (1)–(4) равенства (5), (6) означают, что kj ∼ Eµj , j = 1, . . . , s.
Эти равенства определяют область больших (по Г.Крамеру) уклонений случайного

вектора (µ1, . . . , µs). Локальные и интегральные теоремы в области сверхбольших

уклонений этого вектора получены автором в [1].
Теорема. Пусть при условиях (1)–(4) целые положительные числа kj =

kj(N) → ∞ при N → ∞ так , что выполнены соотношения (5), (6), j = 1, . . . , s.
Тогда

P {(µ1, . . . , µs) = (k1, . . . , ks)} = (2πβ(1− β)N)−(s−1)/2 1
√

p1 · · · ps

× exp

{
−

1

2

s∑
j=1

y2
j +

∞∑
k=1

γk

(k + 1)(k + 2)Nk/2

s∑
j=1

p
−k/2
j yk+2

j

}

×
(
1 + O

(
y
√

N
+

1

N

))
, y = max

16j6s
|yj |,

γk = (−1)k−1(1− β)

(
β

1− β

)−k/2

− β

(
β

1− β

)k/2

, k = 1, . . .

(7)

Ряд в (7) при всех достаточно больших значениях N сходится и является а-
симптотическим разложением в том смысле, что если

yj = o
(
N(M+1)/(2M+6)

)
, j = 1, . . . , s,



2

то равенство (7) остается справедливым с заменой суммы ряда на его частичную
сумму, содержащую первые M слагаемых , и остаточного члена вида O (y/

√
N +

1/N) на O (y/
√

N + 1/N + yM+3/N(M+1)/2), M = 0, 1, . . . .

З а м е ч а н и е 1. Если β = 1
2
или p1 = · · · = ps = 1/s, то остаточный член в

(7) можно заменить на O (1/N).

Следствие. Если в условиях теоремы s = 2, p1 = p, p2 = 1− p, то

P{(µ1, µ2) = (k1, k2)} =
1√

2πβ(1− β)p(1− p)N

× exp

{
−

y2
1

2(1− p)
+
∞∑

k=1

δkyk+2
1

(k + 1)(k + 2)Nk/2

}

×
(

1 + O

(
|y1|√

N
+

1

N

))
,

δk = γk

(
p−k/2 − p(k+2)/2(p− 1)−k−1

)
, k = 1, 2, . . .

(8)

З а м е ч а н и е 2. Для случая s = 2 в иной форме записи (более громоздкой по
сравнению с (8)) асимптотические разложения гипергеометрического распределения

получены в [2].

З а м е ч а н и е 3. При s = 2 асимптотические разложения, связанные с би-
номиальной и пуассоновской аппроксимациями гипергеометрического распределения,

найдены в [3].
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