
Р. Б. З а й н е т д и н о в (Ульяновск, УлГУ). О моделировании упра-
вляемых механических систем с переменными массами.

Представлено решение задачи синтеза управления, стабилизирующего обобщен-
ное стационарное движение механической системы с переменными массами.

Движение механической системы с переменными массами mλ = mλ(t) (λ =

1, . . . , N), стесненную стационарными голономными связями, такими, что ее положе-
ние определяется n обобщенными координатами q1, q2, . . . , qn, может быть описано

уравнениями [1]
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∂q
= Q + Ψ, (1)

где вектор q = (q1, q2, . . . , qn)′, кинетическая энергия системы T = T2 + T1 + T0 =
1
2
(q̇)′A(m(H, q)q̇ + q̇′B(m(t), q) + C(m(t), q), Q = Q(t, q, q̇), Ψ = Ψ(t, q, q̇) есть соот-

ветственно равнодействующие обобщенных активных и реактивных сил, через d0/dt

и (·)′ обозначены соответственно производные при закрепленных массах и операция

транспонирования.

В ряде актуальных задач управления движениями механических систем име-

ет место следующая структура системы и действующих сил: кинетическая энер-
гия T = 1

2
(ṙ)′A1ṙ + ṙ′B1 + g(ṙ)′A2ṡ + 1

2
g(ṡ)′A3ṡ + gṡ′B2 + C, r = (q1, q2, . . . , qm)′,

s = (qm+1, . . . , qn)′, A1 ∈ Rm×m, B1 ∈ Rm, A2 ∈ Rm×(n−m), A3 ∈ R(n−m)×(n−m),

B3 ∈ Rn−m, g ∈ R, при этом T не зависит явно от s, g, зависит только от пере-
менных масс mλ = mλ(t), и не зависят от масс A2, A3, B2; Q = (Qr, Qs), Qs ≡ 0,

Ψ = (Ψr, Ψs), Ψs = Ψs(t),

Qr + Ψr − A2A−1
3 Ψs = −

∂Π(t, mλ(t), r)

∂r
−

∂Φ

∂ṙ
,

где Π = Π(t, mλ(t), r) и Φ = 1
2
(ṙ)′F (t, r)ṙ, F ∈ Rm×m есть некоторые скалярные

функции, определяющие действие потенциальных и диссипативно-ускоряющих сил.

Для таких моделируемых систем уравнения движения (1) приводятся к виду
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ds

dt
= ṡ, ṡ = A−1

3 (r)(p(t, c)− B2(r)− A′2(r)ṙ), (2)

p(t, c) =

∫ t

t0

Ψs(τ)

g(mλ(τ))
dτ + c,

где 2R2 = (ṙ)′Dṙ, D = (A1 − gA2A−1
3 A′2), G ∈ R(n−m)×(n−m), G′ = −G, W есть

скалярная функция типа приведенной потенциальной энергии [2], [3].

Если ∂W/∂r = 0 при r = r0, c = c0, то система (2) имеет обобщенное стационар-

ное движение вида

ṙ = 0, r = r0 = const , ṡ = ṡ0(t), s(t) =

∫ t

t0

ṡ0(τ)τ + s0. (3)

Выводится следующий критерий стабилизируемости этого движения.

Пусть обобщенное стационарное движение (3) изолировано при c = c0, таким

образом, что∥∥∥∥∂W

∂q

∥∥∥∥ > ε для любых t > 0, r ∈ {0 < ε 6 ‖r − r0‖ 6 H0}, c = c0,



2

функцияW1 = W (t, m(t), r, c0)−W (t, m(t), r0, c0) определенно-положительна по r−r0;
действие активных и реактивных сил таково, что, при c = c0,

N∑
λ=1

∂R2

∂mλ
ṁλ − 2Φ 6 µ1(t)R2,

∂W

∂t
+

N∑
λ=1

∂W1

∂mλ
ṁλ 6 µ2(t)W1,

∫ ∞

0
µ(t)dt 6 M = const ,

где µ(t) = max (µ1(t), µ2(t)), при этом для предельных к (µ1(t), µ2(t)) значений

(µ∗1(t), µ∗2(t)) имеет место неравенство µ∗1(t) 6≡ µ∗2(t).

Тогда обобщенное стационарное движение (3) устойчиво, асимптотически устой-
чиво относительно движений, для которых c = c0.

Этот результат следует из общих теорем [4]. Он развивает и обобщает соот-

ветствующие выводы работ [2], [3] и для случая, когда изменениями масс системы
можно пренебречь.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект } 05-01-00765).
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