
В. Т. Д у б р о в и н (Казань, КГУ). Скорость сходимости в централь-
ной предельной теореме для теоретико-числовых эндоморфизмов.

Пусть T — преобразование интервала (0, 1), определяемое следующим образом:

T t = {ϕ(t)}, где ϕ = f−1, {·} — обозначение дробной доли, f — функция, удовлетво-
ряющая одному из условий a), b) и условию c). Сформулируем эти условия.

a) Функция f определена и убывает на [1,∞), f(1) = 1, f строго положительна,

непрерывна и строго убывает на [1, k) и f = 0 на [k,∞), где k — либо натуральное

число, либо ∞ (здесь имеется в виду, что limx→∞ f(x) = 0). Кроме того, |f(x2) −
f(x1)| 6 |x2 − x1| и существует такое λ, 0 < λ < 1, что |f(x2)− f(x1)| 6 λ(x2 − x1),
если 1 + f(2) < x1 < x2.

b) Функция f определена и возрастает на [0,∞), f(0) = 0, f непрерывна и строго

возрастает на [0, k) и f = 1 на [k,∞), где k — либо натуральное число, либо ∞ (в
этом случае limx→∞ f(x) = 1). Кроме того, f(x2)−f(x1) < x2−x1, если 0 6 x2 < x1.

c) ess0<x<1 sup f ′En
(x) 6 D 6 ess0<x<1 inf f ′En

(x). Здесь En = (a1, a2, . . . , an), где

ai = [ϕ(T ix)], [·] — обозначение целой части, fEn (x) = f(a1 + f(a2 + · · ·+ f(an +x))),

а D — постоянная, не зависящая ни от En, ни от n.
Пусть M — множество точек интервала (0, 1), в которых определены все степени

отображения T .

В [1] А.Реньи доказал: если выполнены условия a), c) или b), c), то на интервале
(0, 1) существует такая измеримая функция p, что 1/D 6 p(x) 6 D,

∫ 1
0 p(x) dx = 1 и

T есть эргодическаий эндоморфизм пространства M с мерой p(X) =
∫

X p(x) dx.

Функция p(x) единственна с точностью до множества меры 0.
Точки, в которых не определены все степени преобразования T , определим равен-

ствами T kt = 0, k = 1, 2, 3, . . . . Множество таких точек счетно, поэтому в метриче-

ских вопросах различием между M и интервалом (0, 1) можно пренебречь, что мы и
будем делать.

Рассмотрим последовательность вещественнозначных заданных на интервале

(0, 1) и измеримых по мере Лебега функций g(T kt), k = 0, 1, 2, . . . .
Допустим, что выполнены следующие условия.

1)
∫ 1
0 g(t) dµ(t) = 0, |g(t)| 6 C , где C — постоянная.

2) Существуют такие постоянные B > 0 и β > 0, что( ∫ 1

0
|g(t + h)− g(t)|2 dµ(t|

)1/2

6 B|h|β .

3) limn→∞
∫ 1
0 n−1(

∑n−1
k=0 g(T kt))2 dµ(t) = σ2 > 0.

В перечисленных условиях верна следующая предельная теорема.
Теорема. Равномерно относительно x, при n →∞

µ

{
t : 0 < t < 1,

1

σ
√

n

n−1∑
k=0

g(T kt) < x

}
= Φ(x) + O

(
1

n1/2−ε

)
,

где ε — скоь угодно малое положительное число.
При доказательстве теоремы использовался метод последовательнывх приближе-

ний из [2].
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