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О стохастическом условии отсутствия пирамиды в динамической модели

потребления со случайным доходом.

Рассматривается динамическая модель оптимального управления потреблением

для экономического агента, имеющего неинвестиционный случайный доход и возмож-

ность заимствования денежных средств по текущей процентной ставке. Данная мо-

дель является одним из стохастических аналогов децентрализованной модели Рамсея

в случае дискретного времени (см. [1, 2]).

Пусть динамика капитала (денежного богатства) At, t = 0, 1, . . . , потребителя
описывается соотношением

At+1 = (1 + r)(At + Yt − Ct), (1)

где r — процентная ставка, Yt (t = 0, 1, . . .) — случайный процесс, заданный на не-

котором стохастическом базисе (Ω, F, (F t)∞t=0, P ) и описывающий случайный доход
потребителя; Ct (t = 0, 1, . . .) — процесс потребления, рассматриваемый в качестве

неупреждающего управления. Относительно процессов {Yt}∞t=0 и {Ct}∞t=0 предпо-

лагается согласованность с фильтрацией (F t)∞t=0. Начальное значение богатства A0

задано. Условие неотрицательности At не накладывается (что означает возможность

заимствований).

При данных предположениях исследуется задача максимизации целевого функ-
ционала

E

∞∑
t=0

(1 + θ)−tu(Ct), (2)

где u(Ct) — функция полезности потребителя, θ > 0 — субъективная ставка дис-
контирования. При этом вводится дополнительное ограничение, соответствующее

краевому условию на бесконечности для задачи оптимизации и состоящее в условии

возврата долга в течение бесконечного интервала времени с вероятностью единица:

P

{
lim inf
t→∞

At

(1 + r)t
> 0

}
= 1. (3)

Это условие гарантирует отсутствие так называемой пирамиды долга и является

стохастическим аналогом соответствующего условия в децентрализованной модели

Рамсея (см. [1], глава 2, условие «no–Ponzi–Game»).
Для случая квадратичной вогнутой функции полезности в предположении θ = r

получен вид оптимального управления, относительно которого утверждается мар-

тингальность процесса потребления

Ct =

(
r

1 + r

){
Yt + At + Et

[ ∞∑
i=t+1

(1 + r)t−iYi

]}

при выполнении более сильного, чем (3), ограничения

P

{
lim

t→∞

Ar

(1 + r)t
= 0

}
= 1, (4)

которое исключает не только слишком быстрый рост долга, но и слишком быстрый

рост сбережений. Таким образом, в указанном случае устанавливается, что опти-
мальное управление в каждый момент времени зависит от текущего богатства и

ожидаемых значений случайного дохода в будущем. Для различных видов процессов

{Yt}∞t=0, имеющих в некотором смысле не слишком быстрый рост, доказано выполне-
ние условия (4), в частности, это верно (при нестрогих ограничениях) для случаев,

когда {Yt}∞t=0 является мартингалом и субмартингалом.
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