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Асимптотические распределения суммируемых квадратичных уклонений

оценок функции распределения в зависимости доза–эффект.

Целью данного сообщения является изложение результатов асимптотического по-

ведения L2-уклонений ядерных оценок FN (x) функции распределения (ф. р.), опреде-

ляемого как IN =
∫

(FN (x) − F (x))2ω(x) dx, где F (x) — неизвестная функция рас-
пределения случайной величины (с. в.) X, ω(x) — весовая функция, в зависимости

«доза–эффект» (см. [1]) по выборке U(N) = {(Wi, Ui), 1 6 i 6 N}, Wi = I{Xi < Ui}
есть индикатор события {Xi < Ui}, {Ui, 1 6 i 6 N} — набор одинаково G(x)-
распределенных случайных величин, независимых от {Xi, 1 6 i 6 N}. Получен-

ные результаты можно использовать для проверки гипотез согласия в зависимости

«доза–эффект». Мы рассматривали kNN -оценки функции распределения. Для них
доказана асимптотическая нормальность статистик IN при N → ∞. Вывод резуль-

татов использует асимптотическую нормальность сумм (см. [2])
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где U
(i)
N — i-я порядковая, а W

[i]
N — i-я индуцированная порядковая статистика для

выборки U(N).

При компьютерной проверке гипотез более удобным является рассмотрение сумм

квадратов уклонений ядерных оценок ф. р. Fn(x) от F (x) в заданных точках {xj},
определяемых как

Jnm =
1

m

m∑
j=1

(Fn(xj)− F (xj))
2

по повторной выборке Y(n) = {(Wi, Yi), 1 6 i 6 n}, где Yi = ui + εi, ui могут

быть как случайными, так и неслучайными величинами, εi — независимые с. в.,

одинаково распределенные с плотностью q(x) > 0. Наблюдению доступна выборка

Y(n) = {(Wi, Yi), 1 6 i 6 n}. В качестве непараметрической оценки по Y(n) берется

статистика Fn(x) = S2n(x)/S1n(x), где S1n(x) = (1/n)
∑n

i=1 Kh(Yi − x), S2n(x) =
(1/n)

∑n
i=1 WiKh(Yi − x), K(.) > 0 есть ядерная функция, h > 0 — ширина окна

просмотра данных, и Kh(x) = (1/h)K(x/h).

В работах [3], [4] переменная U трактовалась как вводимая в организм наблюда-

емая доза, а X — как минимальная доза, с которой начинается реакция организма.

Здесь мы рассматриваем проблему, в основном, для фиксированных планов экспери-
мента (см. [5], [6]), когда u есть истинная доза, а Y — наблюдаемая со случайной

ошибкой доза.

Определим ‖K‖2 =
∫

K2(x) dx, ν2 =
∫

x2K(x) dx.

Условия (A).

(A1) K(x) > 0 является ограниченной четной непрерывной функцией с носителем

на [−1, 1].

(A2)
∫

K(x) dx = 1, ‖K‖2 < ∞, ν2 =
∫

x2K(x) dx < ∞, d4 =
∫

x4K(x) dx < ∞.

(A3) Последовательность h = h(n) такова, что h → 0, nh3 →∞ при n →∞.
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(A4) Производная f ′(x) есть непрывная и ограниченная функция на R, а∫
(f ′(x))2 dx < ∞.

(A5) Функции f(x)/F (x), f ′(x)f(x)/F (x) ограниченны и интегрируемы, а∫
(f ′(x))4 dx < ∞.
Пусть µ(n) = E (Jnm). Следующая теорема устанавливает асимптотическую

нормальность случайных величин Jnm при n → ∞ для фиксированных планов экс-

перимента при фиксированном m, когда дозы наблюдаются без ошибок.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (A). Тогда:

1) если nh5 →∞, то n1/2h−3/2(Jnm − µ(n))
d→ζ1 ∈ N(0, σ2

1), n →∞;

2) если nh5 → 0, то nh (Jnm − µ(n))
d→ζ2 ∈ N(0, σ2

2), n →∞;

3) если nh5 → λ ∈ (0,∞), то n4/5 (Jnm − µ(n))
d→ζλ ∈ N(0, λ4/5σ2

1 + 2λ−1/5σ2
2),

n →∞, где

σ2
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4m2
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′(xj))

2, σ2
2 =

β2

2m2

m∑
j=1

F 2(xj)(1− F (xj))
2,

β2 =

∫∫
K2(u)K2(u + z) du dz.

Если доза наблюдается с ошибкой и мы имеем выборку Y(n), то определим сле-

дующие величины:

Φ(x) = F (t)q(x− t) dt,

J∗nm =
1

m

m∑
j=1

(F ∗
n(xj)− Φ(xj))

2, где F ∗
n(x) =

1

n

n∑
i=1

WiKh(x− Yi).

Положим
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2, ρ2
2 =

1
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∫
F 2(u)q2(xj−u) du,

K2(x) =

∫
K(z)K(x + z) dz, µ∗m(n) = E (J∗nm).

В следующей теореме установлена асимптотическая нормальность суммируемых

квадратичных уклонений когда дозы наблюдаются с ошибкой.

Теорема 2. При указанных условиях (A) и при n →∞ имеем:

1) если nh5 →∞, то n1/2h−3/2 (J∗nm − µ∗m(n))
d→ζ1 ∈ N(0, ρ2

1);

2) если nh5 → 0, то nh(J∗nm − µ∗m(n))
d→ζ2 ∈ N(0, ρ2

2);

3) если nh5 → λ ∈ (0,∞), то n4/5(J∗nm − µ∗m(n))
d→ζλ ∈ N(0, λ4/5ρ2

1 + 2λ−1/5ρ2
2).

Результаты теорем 1, 2 сохраняются и когда m = m(n), m → ∞ (n → ∞), но

m = o (h), при этом нормирующий множитель меняется. Так, в пукте 1) теоремы 1

он равен n1/2h−2m−1/2. Если же при n → ∞, h = o (m), то, например, в теореме 1
3) номировка будет с помощью n9/10, а не с помощью n4/5, и

σ2
1 =

ν4‖K‖2

4

∫
F (x)(1− F (x))(f ′(x))2 dx, σ2

2 = ‖K2‖2
∫

F 2(x)(1− F (x))2 dx.

Аналогичные результаты имеют место и для случайных планов эксперимента

как для прямых, так и для непрямых наблюдений.
Рассмотрен также дискретный аналог статистики Андерсона–Дарлинга вида

ADnm =
1

m

m∑
j=1

(Fn(j)− F (xj))
2

Fn(xj)(1− Fn(xj))
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и найдено ee асимптотическое распределение при фиксированном m и n →∞.
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