
Д. А. К о м и с с а р о в а, М. М. К и п н и с (Челябинск, ЮУрГУ, ЧГ-
ПУ). Об устойчивости дискретных моделей динамики популяций.

Рассмотрим разностное уравнение

xn − xn−1 = −
k∑

i=1

aixn−i, (1)

где ai ∈ R (1 6 i 6 k), xn: N → R. При изучении локальных процессов уравнение
(1) можно рассматривать как модель динамики популяций. На больших временных

интервалах уравнение (1) используется как линеаризация логистического уравнения

динамики популяций относительно стационарного решения. Устойчивость матрич-
ного варианта уравнения (1) изучена в [1].

Рассмотрим связанный с уравнением (1) симплекс в Rk вида

ai > 0, 0 <
k∑

i=1

iai < r. (2)

Кук и Дьери [2] доказали, что уравнение (1) асимптотически устойчиво, если
выполняется (2) при r = 1. Дьери и Хартунг [3] улучшили это условие, увеличив

константу 1 в правой части неравенства (2) до 1+1/e. Из результатов работы [4] сле-

дует, что для асимптотической устойчивости уравнения (1) достаточно выполнения
условия (2) с r = 3/2. Мы увеличили постоянную r до π/2.

Теорема 1. Если as > 0 (1 6 s 6 k) и

0 <

k∑
i=1

iai 6
π

2
, (3)

то уравнение (1) асимптотически устойчиво.
Можно показать, что константа π/2 в правой части (3) неулучшаема.

Следующий результат является более сильным, чем теорема 1.

Теорема 2. Если as > 0 (1 6 s 6 k) и

0 <

k∑
i=1

ai

2 sin(π/(2(2i− 1))
< 1,

то уравнение (1) асимптотически устойчиво.
Несмотря на то, что константа π/2 в неравенстве (3) неулучшаема, для любого

k можно выбрать такое r > π/2, что условие (2) при данном r гарантирует асимпто-
тическую устойчивость уравнения (1). Это доказывается следующей теоремой.

Теорема 3. 1. Если ai > 0 (1 6 i 6 k) и выполняется неравенство

0 <

k∑
i=1

iai < 2k sin
π

2(2k − 1)
,

то уравнение (1) асимптотически устойчиво.
2. Для всякого R > 2k sin(π/(2(2k − 1)) найдется такая точка (a1, . . . , ak) ∈

Rk, что ai > 0 для любого i (1 6 i 6 k), 0 <
∑k

i=1 iai < R и уравнение (1) с
коэффициентами a1, . . . , ak не является асимптотически устойчивым.
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