
О. В. К а м л о в с к и й (Москва, ТВП). Оценки для числа элементов

на отрезках линейных рекуррентных последовательностей над кольцами

вычетов.

Рассмотрим последовательность u = (u(i))∞i=0 элементов кольца Zpn вычетов

по модулю pn, где p — простое число. Будем считать, что последовательность u

является линейной рекуррентной последовательностью (ЛРП) над кольцом Zpn , т. е.

знаки этой последовательности удовлетворяют условию:

u(i + m) = a0u(i) + a1u(i + 1) + · · ·+ am−1u(i + m − 1), i > 0,

где a0, a1, . . . , am−1 — фиксированные элементы из кольца Zpn . Назовем харак-

теристический многочлен F (x) = xm − am−1xm−1 − · · · − a1x − a0 ЛРП u ревер-
сивным многочленом Галуа над кольцом Zpn , если многочлен F (x), полученный

из многочлена F (x) приведением всех его коэффициентов по модулю p, неприво-

дим над полем Zp и отличен от x. Обозначим L(F )∗ множество всех ЛРП u над

кольцом Zpn c характеристическим многочленом F (x), у которых среди элементов

u(0), u(1), . . . , u(m − 1) есть хотя бы один обратимый элемент кольца Zpn . Каждая

ЛРП u из множества L(F )∗ будет чисто периодической последовательностью перио-
да T (u), который совпадает с периодом T (F ) многочлена F (x), причем справедливы

равенства T (u) = T (F ) = pνT (F ) = pν(pm − 1)/d, где 0 6 ν 6 n − 1, а d — делитель

числа pm − 1 (см., например, [2]).

Представляет интерес нахождение числа Nl(z, u) появлений элемента z кольца

Zpn среди элементов u(0), u(1), . . . , u(l − 1). Рассматриваемые частоты хорошо изу-
чены в случае, когда u является ЛРП над полем Zp или над произвольным конечным

полем (см., например, обзор в работе [3]). В другом частном случае, когда u ЛРП

над кольцом Zpn , а l = T (u), также получено большое количество результатов (см.
[1], [5], [6]). Менее изученным является вопрос о частотах Nl(z, u) при значениях l,

отличных от величины T (u) (см. [4] и цитированную там литературу). В работе,

представленной данным сообщением, приводятся оценки рассматриваемых частот,
полученные с использованием метода тригонометрических сумм.

Теорема 1. Пусть F (x) — реверсивный многочлен Галуа над кольцом Zpn сте-
пени m, u ∈ L(F )∗, T (u) = T (F ) = pν(pm − 1)/d. Тогда при всех l 6 T (u) и всех z
из кольца Zpn справедливо неравенство:∣∣∣∣Nl(z, u)−

l

pn

∣∣∣∣ 6
p2n − 1

p + 1

(
2

π
ln T (u) +

7

5

)
pm/2+ν−n. (1)

Следует заметить, что участвующая в оценке (1) величина l/pn является есте-

ственной средней частотой появления элемента на отрезке длины l последовательно-
сти u. Неравенство (1) можно рассматривать как оценку отклонения частотыNl(z, u)

от среднего значения.

Теорема 2. Пусть F (x) — реверсивный многочлен Галуа над кольцом Zpn сте-
пени m. Тогда при каждом l 6 T (F ) найдутся такие ЛРП u из множества L(F )∗

и элемент z кольца Zpn , что∣∣∣∣Nl(z, u)−
l

pn

∣∣∣∣ > l1/2

(
(1− p−n)(pm − l)

pn(pm − 1)

)1/2

.

Рассмотрим многочлен F (x) над кольцом Zpn , имеющий период T (F ) = pν(pm −
1). Тогда если p — нечетное число и l = (pm + 1)/2, то по теореме 2 найдутся такие
ЛРП u из множества L(F )∗ и элемент z из кольца Zpn , что∣∣∣∣Nl(z, u)−

l

pn

∣∣∣∣ >
(pn − 1)1/2

2
pm/2−n.
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Этот пример показывает, что в оценке (1) величина pm/2 не может быть заменена

на показательную функцию (от переменной m) с меньшим основанием степени.

Работа поддержана грантом Президента РФ НШ–8564.2006.10.
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