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Примеры мартингальных мер, не удовлетворяющих ОСУХЕ, и их при-

ближение мартингальными мерами, удовлетворяющими ОСУХЕ.

Определение ослабленного свойства универсальной хааровской единственности

(ОСУХЕ) впервые было введено в [1].

П р и м е р 1. Рассмотрим модель (1, Z)-рынка с тремя агрессивными скупщи-
ками и заданное на нем нереплицируемое финансовое обязательство F1. Эволюция

цен акций представлена числами: b0 = 5, b1 = 2, b2 = 3, b3 = 4, b1 = 6; финансовое

обязательство F1: f1 = 6, f2 = 4, f3 = 7, f3 = 3. Пользуясь методикой, изложенной в
[2], находим мартингальную меру P , удовлетворяющую договорной цене финансового

обязательства C = EP [F1] = 3, 5: p1 = 1/30, p2 = 4/15, p3 = 1/30, p(1) = 2/3. Эта

мера не удовлетворяет ОСУХЕ, т. к. b2 = (b1p1 + b3p3)/(p1 + p3). Найдем мартин-

гальную меру P̃ , удовлетворяющую ОСУХЕ и условию C = EP̃ [F1]. Записываем

систему уравнений:

p̃1 + p̃2 + p̃3 + p̃(1) = 1,

b1p̃1 + b2p̃2 + b3p̃3 + b1p̃(1) = b0,

f1p̃1 + f2p̃2 + f3p̃3 + f3p̃(1) = C.

Получаем множество решений: p̃1 = −1, 3 + 2p̃(1), p̃2 = 1, 6 − 2p̃(1), p̃3 = 0, 7 − p̃(1).

Возьмем частное решение при p̃(1) 6= p(1). Пусть p̃(1) = 41/60, тогда: p̃1 = 1/15,
p̃2 = 7/30, p̃3 = 1/60. Проверка полученных компонент на ОУНБ показывает, что

мера P̃ удовлетворяет ОСУХЕ.

П р и м е р 2. Рассмотрим безарбитражный (1, Z)-рынок с тремя агрессивны-
ми скупщиками и горизонтом N = 3. Эволюция цен акций представлена числами:

b0 = 4, b1 = 2, b2 = 3, b3 = 5, b1 = 6, b4 = 4, b5 = 5, b6 = 7, b2 = 8, b7 = 6, b8 = 7,

b9 = 9, b3 = 10; финансовое обязательство F3: f1 = 0, f2 = 0, f3 = 0, f4 = 0, f5 = 0,
f6 = 2, f7 = 1, f8 = 2, f9 = 4, f9 = 5. Пусть C = EP [F3] = 4/9, где P — мартин-

гальная мера, не удовлетворяющая ОСУХЕ: p1 = 1/3, p2 = 1/6, p3 = 1/6, p4 = 1/9,
p5 = 1/18, p6 = 1/18, p7 = 1/27, p8 = 1/54, p9 = 1/54, p(3) = 1/27, p(2) = 1/9,

p(1) = 1/3. Как и в примере 1, пытаемся получить меру P̃ , удовлетворяющую ОСУ-

ХЕ и соотношению C = EP̃ [F3]. Сперва расчитываем средние значения компонент

финансового обязательства на дробящихся атомах: f6 = 3, f3 = 4/3. Для каждого

k = 2, 1, 0 записываем систему уравнений:

p̃3k+1 + p̃3k+2 + p̃3k+3 + p̃(k+1) = p(k),

b3k+1p̃3k+1 + b3k+2p̃3k+2 + b3k+3p̃3k+3 + bk+1p̃(k+1) = bkp(k),

f3k+1p̃3k+1 + f3k+2p̃3k+2 + f3k+3p̃3k+3 + f3k+3p̃(k) = f3kp(k).

Находим множество решений этой системы и, варьируя различные значения свобод-
ных неизвестных, пытаемся получить частное решение, удовлетворяющее ОУНБ.

В нашем случае такое решение было получено только при k = 2: p̃(3) = 5/162,

p̃9 = 1/54, p̃8 = 7/162, p̃7 = 1/54. Для оставшихся k = 0, 1 получаем меру P̂ , удо-
влетворяющую ОСУХЕ, из меры P̃ аналогично. При этом из системы исключается

третье уравнение. Полученная мера P̂ удовлетворяет соотношению EP̂ [F3] ≈ C с

заданной точностью.



2

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Данекянц А. Г., Павлов И. В. Об ослабленном свойстве универсальной хааров-

ской единственности. — Обозрение прикл. и промышл. матем., 2004, т. 11, в. 3,

с. 506–508.
2. Павлов И.В., Можаев Г.А., Выхристов В.А. Методика финансовых расчетов

на безарбитражных (B, S)-рынках с конечным числом агрессивных скупщиков. —

Обозрение прикл. и промышл. матем., 2006, т. 13, в. 6, с. 1039–1040.


