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решения интегро-дифференциального уравнения с дробной производной

методом Монте–Карло.

Уравнения, содержащие производные дробных порядков, находят все более ши-

рокое применение при решении различных теоретических и прикладных задач [1],

[2]. В работе, представленной данным сообщением, получен несмещенный алгорит-
м решения интегро-дифференциального уравнения с дробной производной методом

Монте–Карло.

Дробный пуассоновский процесс порядка ν ∈ (0, 1] интенсивности µ определя-

ется как процесс восстановления с плотностью распределения времени ожидания T

ψν(t) = µeν(µt), где «дробная экспонента» eν(t) удовлетворяет дифференциальному
уравнению дробного порядка [3]:

0D
ν
t eν(t) + eν(t) = δ(t), t > 0. (1)

Решение уравнения (1) выражается через двухпараметрическую функцию Миттаг–
Леффлера: Eα,β(z) ≡

∑∞
n=0 z

nΓ−1(αn + β): eν(t) = tν−1Eν,ν(−tν). При ν = 1

«дробная экспонента» превращается в обычную экспоненту и дробный пуассоновский
процесс — в обычный пуассоновский процесс. Семейство плотностей представлено
на рис.

Рис. Плотности распределения ψν(t)

Следующие предложения доказываются в работе.

Лемма. Дополнительная функция распределения P {T > t} = Eν(−µtν) может
быть представлена в виде следующего интеграла от односторонней устойчивой
плотности g(ν):

P {T > t} =

∫ ∞

0
e−µtν/τν

g(ν)(τ) dτ. (2)

Теорема. Определенная выше случайная величина T имеет то же распреде-
ление, что и

T ′ =
| lnU |1/ν

µ1/ν
Sν , (3)

где Sν — случайная величина с плотностью распределения g(ν), а U — не завися-
щая от нее случайная величина с равномерным распределением в интервале (0, 1).
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Следствие. Из (3) теоремы и результата работы [4] следует:

T ′
d
=
| lnU1|1/ν

µ1/ν

sin(νπU2)[sin((1− ν)πU2)]1/ν−1

[sin(πU2)]1/ν [lnU3]1/ν−1
, (4)

где U1, U2 и U3 — независимые случайные величины с равномерным на (0, 1) рас-
пределением.

На основе алгоритма (4) разработан и апробирован статистический метод реше-

ния интегро-дифференциального уравнения вида

0D
ν
t f(x, t) + µf(x, t) =

∫
Rn

K(x, x′)f(x′, t) dx′ + ϕ(x, t), x ∈ Rn.

В отличие от асимптотически несмещенной оценки, приведенной в [5], оценка, полу-

ченая на основе дробного пуассоновского процесса, является несмещенной.
Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект } 07–01–00517.
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