
Н. М. М е ж е н н а я (Москва, МИЭМ). Многомерная нормальная тео-
рема для числа монотонных серий заданной длины в равновероятной слу-

чайной последовательности.

Пусть X = {X0, . . . , XT } — последовательность независимых случайных ве-

личин, равномерно распределенных на множестве A = {0, 1, . . . , N − 1}. При

t = 1, 2, . . . , T − s определим события

Et,s = {Xt−1 > Xt 6 Xt+1 6 · · · 6 Xt+s−1 > Xt+s}, 0 < s < T,

каждое из которых означает, что в момент t началась монотонная серия знаков по-

следовательности X длины s. Случайная величина

Ys =

T−s∑
t=1

I{Et,s}

равна числу монотонных серий длины s в последовательности X. Пусть

Ỹs,r =
1
√

T
(Ys −MYs, Ys+1 −MYs+1, . . . , Ys+r −MYs+r), r > 0.

Обозначим As количество монотонных последовательностей длины s из знаков

алфавита A, Bs — количество последовательностей длины s + 1 из знаков алфавита

A, которые сами не являются монотонными, но становятся таковыми после удаления
первого знака, а Cs — количество последовательностей длины s + 2 из знаков алфа-

вита A, которые сами не являются монотонными, но становятся таковыми только
после удаления обоих крайних знаков. Справедливы формулы

As = Cs
N+s−1, Bs = NAs −As+1 =

s(N − 1)

N + s
Cs+1

N+s, Cs = NBs −Bs+1.

Заметим, что P {Et,s} = Cs/Ns+2.

Теорема 1. Пусть параметры s > 1, N > 2 и r > 0 фиксированны, а
T →∞. Тогда распределение случайного вектора Ỹs,r сходится к (r + 1)-мерному
нормальному распределению с нулевым вектором средних и матрицей ковариаций
C = ‖cs+i,s+j‖i,j=0,...,r, где

cs,s+k = 2

(
Bs+kBs − C2s+k

N2s+k+2
+

Cs+kBs −Bs+1Bs+k + C2s+k+1

N2s+k+3

)
− (2s + k + 3)

CsCs+k

N2s+k+4
, k > 0, (1)

cs,s = 2

(
B2

s−C2s

N2s+2
+

CsBs −Bs+1Bs + C2s+1

N2s+3

)
−(2s + 3)

C2
s

N2s+4
+

Cs

Ns+2
. (2)

З а м е ч а н и е 1. Если параметры s > 1, N > 2 и r > 0 фиксированны, то в

большинстве случаев компоненты вектора Ỹs,r в пределе при T → ∞ оказываются

зависимыми. Исключение составляет пара случайных величин Y2 и Y3 при N = 2,

которые асимптотически независимы при T →∞.

Перейдем к рассмотрению свойств длинных монотонных серий.

Теорема 2. Пусть параметры N > 2, r > 0 фиксированны, а s, T → ∞ так ,
что N3sT−1s7−3N → 0. Тогда случайные величины√

Ns+k+2(N − 2)!

T (N − 1)sN−1
(Ys+k −MYs+k), k = 0, 1, . . . , r,
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асимптотически независимы в совокупности и имеют в пределе стандартное нор-
мальное распределение.

В основе доказательств теорем 1 и 2 лежат оценки, предложенные в работе [1].

С их помощью нетрудно показать, что при любом α = (αs, . . . , αs+r) ∈ Rr+1\{0r+1}
для линейной комбинации Ws,r = αsYs + αs+1Ys+1 + · · ·+ αs+rYs+r выполнено нера-

венство ∣∣∣∣P{
Ws,r −MWs,r√

DWs,r
< x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣ <
C(s, r)T

(DWs,r)3/2

(
max

k=0,1,...,r
|αs+k|

)3
,

где C(s, r) = 32 (1 +
√

6)(r + 1)(2s + 2r + 3)2. Далее остается воспользоваться из-
вестными свойствами многомерного нормального распределения (см. п. 4 § 13 гл. 2

книги [2]).

З а м е ч а н и е 2. Случай, когда члены последовательности X имеют равно-
мерное распределение на отрезке [0, 1], исследуется аналогичным образом. Кстати,

перейдя к пределу по N → ∞ в формулах (1) и (2), можно получить выражени-

я для элементов матрицы ковариаций предельного распределения для непрерывных

случайных величин.

З а м е ч а н и е 3. Наряду с задачей об асимптотической нормальности числа
длинных монотонных серий, может рассматриваться вопрос об условиях выполнени-

я для него предельной теоремы Пуассона. В этом случае удается воспользоваться

методом Чена–Стейна и показать, что эти условия имеют вид T, s → ∞, MYs → λ,
0 < λ < ∞.

Для последовательности непрерывных случайных величин, распределенных рав-

номерно на отрезке [0, 1], этот подход был использован в [3]. В [4] для решения
подобных задач использовался метод моментов.
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