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Пусть Cn
m,k — число, стоящее на пересечении строки n и столбца k m-

арифметического треугольника [1]. Производящая функция этих чисел имеет вид

[1, 2]:

(1 + x + · · ·+ xm−1)n =

(m−1)n∑
k=0

Cn
m,kxk, m ∈ N, n ∈ 0 ∪N. (1)

Отсюда Cn
2,k = Ck

n. Теория этих чисел наиболее полно излагается в книгах [1, 2].
Однако явная формула для Cn

m,k (в случае m > 2) и в них отсутствует. Близкая

проблема в случае m = 3 ставится в [3]. В статье [4] мы вывели явную формулу

для Cn
m,k, применив вариант формулы Бруно. Здесь мы значительно упростили

доказательство.

Теорема 1. Пусть l = min{k, n}. Тогда для любого m ∈ N и n ∈ 0 ∪N

Cn
m,k =

∑
r0+r1+···+rm−1=n

r1+2r2+···+(m−1)rm−1=k

ri=0,1,...,l

n!

r0! r1! · · · rm−1!
, k = 0, 1, . . . , (m − 1)n. (2)

Из (1) и полиномиальности формулы получим

(m−1)n∑
k=0

Cn
m,kxk =

∑
r0+···+rm−1=n

ri=0,...,n

n!

r0! · · · rm−1!
xr1x2r2 · · ·x(m−1)rm−1

=
∑

r0+···+rm−1=n

ri=0,...,n

n!

r0! · · · rm−1!
xr1+2r2+···+(m−1)rm−1

=

(m−1)n∑
k=0

∑
r0+r1+···+rm−1=n

r1+2r2+···+(m−1)rm−1=k

ri=0,1,...,l

n!

r0! · · · rm−1!
xk,

отсюда следует (2).

Теорема 2. В случае m = 3 формулу (2) можно привести к виду

Cn
3,k =

[k/2]∑
i=k−l

n!

i! (k − 2i)! (n − k + i)!
, l = min{k, n}, k = 0, . . . , 2n. (3)

Пусть Sm,k — множество решений диафантова уравнения r1 + 2r2 + · · · + (m −
1)rm−1 = k, а Sn

m,k — множество тех векторов (r1, . . . , rm−1) ∈ Sm,k, для которых

r1 + r2 + · · ·+ rm−1 6 n. Тогда формулу (2) можно записать в виде

Cn
m,k =

∑
(r1,...,rm−1)∈Sn

m,k

n!

r1! · · · rm−1! (n − r)!
, r =

m−1∑
i=1

ri, k = 0, . . . , (m− 1)n. (4)
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Легко видеть, что при m = 3

s3,k =
r1

r2

{
k k − 2 . . . k − 2i . . . k − 2[k/2]

0 1 . . . i . . . [k/2]

}
=

r1

r2

{
k − 2i

i

}[r/2]

i=0

,

отсюда

Sn
3,k = {(r1, r2) ∈ S3,k : r1 + r2 6 n} =

r1

r2

{
k − 2i

i

}[k/2]

i=k−l

, k = 0, . . . , 2n, (5)

так как r1 + r2 = k − i 6 n (i = k − l, . . . , [k/2]; k = 0, . . . , 2n). Действительно, при

i = k − l величина r1 + r2 = l 6 n, причем k − i с увеличением i уменьшается, а с

уменьшением i — увеличивается.
Теперь в (4) при m = 3, подставив вместо r1 и r2, соответственно, k − 2i и i из

(5), получим (3).
П р и м е р. Пусть m = 3, k = 2, n = 4, тогда l = 2, k − l = 0, [k/2] = 1 и

C4
3,2 =

1∑
i=0

4!

i! (2− 2i)! (2 + i)!
=

4!

0! 2! 2!
+

4!

1! 0! 3!
= 6 + 4 = 10,

что совпадает с числом, стоящим на пересечении строки 4 и столбца 2 в 3-

арифметическом треугольнике.
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