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измеримых ограниченных функционалов, заданных на траеториях много-

мерных случайных последовательностей.

1. В докладе рассматривается проблема построения представлений для произ-
вольных измеримых ограниченных функционалов, заданных на траекториях много-

мерных случайных последовательностей с конечным горизонтом. В [1–3] рассматри-

валась вышеуказанная проблема, в ней установлены условия существования «инте-
грального» представления. Здесь, опираясь на результаты работы [2], мы приводим

новое представление для таких функционалов.

2. Пусть на стохастическом базисе (Ω,F , (Ft)t∈N0
, P ), где N0

4
= {0, . . . , N} и

N < ∞, задана d-мерная согласованная случайная последовательность (St,Ft)t∈N0
,

причем Ft = σ{S0, . . . , St} для любого t ∈ N0.

3. Сформулируем основные предположения.
У с л о в и е (P). Вероятностная мера P является единственной крайней точ-

кой множества вероятностных мер, относительно которых d-мерная последователь-

ность (St,Ft)t∈N0
является d-мерным мартингалом.

У с л о в и е (S). Для любых t ∈ N0 и l = 1, 2, . . . , d:

i) M
∑d

i=1 |∆S
(i)
t | < ∞, где S

(i)
t — i-я компонента вектора St, ∆S

(i)
t = S

(i)
t −S

(i)
t−1;

ii) Пусть существует M (
∏l

i=1 ∆S
(i)
t | Ft−1) и M(

∏l
i=1 ∆S

(i)
t | Ft−1) = 0.

4. Сформулируем основной результат.

Теорема. Пусть любая fN есть FN -измеримая ограниченная случайная вели-
чина. Пусть выполнены условия (P) и (S). Тогда для любого t ∈ N0 существуют

такие Ft−1-измеримые случайные величины γi1
t , γi1,i2

t , . . . , γ
i1,...,id
t (здесь индексы

i1, . . . , id таковы, что 1 6 i1 < i2 < · · · < id 6 d), что P -п. н. справедливо пред-
ставление

fN = X0 +

N∑
t=1

[ d∑
i1=1

γi1
t ∆Si1

t +
∑

16i1<i26d

γi1,i2
t ∆Si1

t ∆Si2
t

+ · · ·+
∑

16i1<i2<···<id6d

∆Si1
t · · ·∆S

id
t

]
. (1)

5. П р и м е р. Пусть d = 2, N = 1 и S
(i)
1 = S

(i)
0 (1 + ρ̃

(i)
1 ), i = 1, 2, где S

(i)
0 ∈

(0,∞) — детерминированные величины; ρ
(1)
1 и ρ

(2)
1 — бернуллиевские случайные

величины, принимающие значения a1, b1 и a2, b2, соответственно, ρ̃
(1)
1 = c1ρ

(1)
1 +

c2ρ
(2)
1 , ci — константы, а ρ̃

(2)
1 = ρ

(2)
1 , причем:

i) константы ci, ai и bi таковы, что −1 < c1a1 + c2a2 < 0 < c1b1 + c2b2, −1 < a2 <

0 < b2;

ii) вероятности, с которыми бернуллиевские случайные величины ρ
(i)
1 , i = 1, 2,

принимают значения ai и bi, соответственно, равны P {ρ(i)
1 = ai} = bi/(bi − ai) = q∗i

и P {ρ(i)
1 = bi} = 1− q∗i = p∗i . Очевидно, что в M ρ

(i)
1 = 0, i = 1, 2.

Пусть f : R2 → R1 — измеримая ограниченная функция. Тогда из утверждения

теоремы следует, что f(S
(1)
1 , S

(2)
2 ) допускает представление

f(S
(1)
1 , S

(2)
1 ) = X0 + γ1

1ρ
(1)
1 + γ2

1ρ
(2)
1 + γ1,2

1 ρ
(1)
1 ρ

(2)
1 , (2)

причем X0 = M f(S
(1)
1 , S

(2)
1 ), γ1

1 = (ϕb1,b2 − ϕa1,b2 − cq∗2)/(b1 − a1), γ2
1 = (ϕa1,b2 −

ϕa1,a2 − cp∗1)/(b2 − a2), γ1,2
1 = c/((b1 − a1)(b2 − a2)), где

ϕb1,b2 4= f(S
(1)
0 (1 + c1b1 + c2b2), S

(2)
0 (1 + b2)),
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ϕa1,b2 4= f(S
(1)
0 (1 + c1a1 + c2b2), S

(2)
0 (1 + b2)),

ϕb1,a2 4= f(S
(1)
0 (1 + c1b1 + c2a2), S

(2)
0 (1 + a2)),

ϕa1,a2 4= f(S
(1)
0 (1 + c1a1 + c2a2), S

(2)
0 (1 + a2)),

c
4
= ϕb1,b2 − ϕa1,b2 − ϕb1,a2 + ϕa1,a2 .

В частности, пусть f(S
(1)
1 , S

(2)
1 ) = αϕ1(S

(1)
1 ) + βϕ2(S

(2)
1 ). Тогда, если c2 = 0, то из

(2) следует известное S-представление для CRR-рынка [1]; если c1 6= 0 и S
(i)
0 > 0, то

из (2) легко вывести представление «в терминах S»:

f(S
(1)
1 , S

(2)
1 ) = X0 +

γ1
1

S
(1)
0 c1

∆S
(1)
1 +

(γ2
1 − γ1

1c2/c1)

S
(2)
0

∆S
(2)
1

+ γ1,2
1

∆S
(1)
1

S
(1)
0 c1

∆S
(2)
1

S
(2)
0

− γ1,2
1

c2

c1S
(2)
0

(∆S
(2)
1 )2.
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