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тые марковские цепи и мера Эрдёша.

Скрытой марковской цепью называется функция от марковской цепи с конеч-

ным числом состояний ηk = f(ξk), k = 1, 2, . . . . Скрытой марковской цепи отвечает
распределение вероятностей µ на пространстве ее реализаций. Оно задается началь-

ным распределением, переходной матрицей и функцией на пространстве состояний

марковской цепи.
Эрдёш более 60 лет назад поставил следующую задачу: какой может быть функ-

ция распределения F (x) случайной величины ζ = ζ1ρ + ζ2ρ2 + · · ·, где ζ1, ζ2, . . . —
независимые и одинаково распределенные случайные величины, принимающие зна-

чения 0, 1 и 0 < P {ζi = 0} = q < 1 (0 < ρ < 1).

Решению задачи Эрдёша посвящено большое количество работ. В [1] задача Эр-
дёша для случая ρ = (

√
5− 1)/2(число, обратное к золотому сечению) была сведена к

изучению скрытой марковской цепи, которая порождается марковской цепью с пятью

состояниями 1, 2, 3, 4, 5. Переходная матрица P = (pij), где

p11 = p21 = q, p14 = p23 = q − q2, p15 = p25 = (1− q)2, p32 = p41 = p52 = 1,

остальные элементы равны нулю. Начальное распределение — стационарное распре-
деление, функция «склейки состояний» f равна нулю для состояний 1, 2, 3 и равна

1 для состояний 4, 5. Распределение µ удобно считать распределением бесконечного

случайного двоичного слова η1η2 . . . ηn . . . = f(ξ1)f(ξ2) . . . f(ξn) . . . . Его носитель —
компакт Фибоначи бесконечных двоичных слов Фибоначи, в которых нет подслов 11.

Это множество компактно относительно метрики d(x, y) = ρn(x,y), где n(x, y) — дли-

на наибольшего общего начала слов x и y. Мера µ называется инвариантной мерой
Эрдёша на компакте Фибоначи [1].

Следуя подходу [2] к задаче Эрдёша, мы нашли скрытую марковскую цепь, ко-

торая является функцией от марковской цепи ξ̃k, k = 1, 2, . . . , с семью состояниями

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Ненулевые элементы переходной матрицы P̃ этой цепи:

p̃11 = q, p̃15 = 1−q, p̃21 = q2, p̃23 = 2q−3q2+q3, p̃25 = q−q2, p̃27 = 1−3q+q2−q3,

p̃32 =
1

2− q
, p̃36 =

1− q

2− q
, p̃43 = 2q − q2, p̃47 = (1− q)2, p̃52 = p̃62 = p̃74 = 1.

Начальное распределение — стационарное распределение, функция «склейки состоя-
ний» f̃ равна нулю для состояний 1, 2, 3, 4 и равна 1 для состояний 5, 6, 7.

Скрытая марковская цепь η̃k = f̃(ξ̃k), k = 1, 2, . . ., задает распределение µ̃ беско-
нечного случайного двоичного слова η̃ = η̃1η̃2 . . . η̃n . . . = f̃(ξ̃1)f̃(ξ̃2) . . . f̃(ξ̃n) . . . . Его

носитель — компакт Фибоначи бесконечных двоичных слов Фибоначи.

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Меры µ и µ̃ на компакте Фибоначи совпадают.

Теорема 2. Мера µ не может быть распределением скрытой марковской це-
пи, порожденной марковской цепью, число состояний которой меньше 5.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ, грант } 07–01–00203.
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