
Ф. С. Н а с ы р о в (Уфа, УГАТУ). Обобщенные итовские интегралы и

гауссовские процессы.

Пусть τ(·) — такая произвольная борелевская мера на [0, 1], что случайный про-

цесс с непрерывными реализациями X(s) обладает локальным временем ατ (s, u), со-
вместно непрерывным с вероятностью 1 по переменным (s, u), положим γτ (x, u) =

inf{s : ατ (s, u) > x}. Тогда обобщенный стохастический τ -интеграл Ито по процессу

X(s) может быть определен (см. [1]) согласно формуле

(E)

∫ t

0
g(s)∗dτ X(s) =

∫ t

0
g(s) dτ X(s)+

1

2
P - lim

ε→0

∫ t

0

1

2ε
[gτ (s, X(s)+ε)−gτ (s, X(s)−ε)] ds,

где интеграл в левой части есть расширенный симметричный τ -интеграл, g(s) —

непрерывная слева ограниченная случайная функция, gτ (s, u) = g(γτ (ατ (s, u), u)),

если конечны расширенный симметричный τ -интеграл и указанный предел по ве-
роятности. Известно, что при определенных условиях, налагаемых на интегранд,

классический интеграл Ито есть мартингал и, в частности, его математическое о-

жидание равно нулю. Выделим условия, при которых последнее свойство частично
сохраняется для обобщенных τ -интегралов Ито.

Пусть выполнены следующие условия:
1) С вероятностью 1 мера τ(·) абсолютно непрерывна: τ(ds) = f(s, X(s)) ds, где

f(s, u) — неслучайная функция.

2. Функция f(s, u), связанная с плотностью f(s, X(s)), имеет непрерывные част-

ные производные ∂
∂u

f(s, u), ∂2

∂u2
f(s, u), (s, u) ∈ (0, 1]×R.

3. Одномерные плотности распределения p(s, u) = ∂
∂u

P {X(s) 6 u} процесса X(s)

имеют непрерывные частные производные ∂
∂u

p(s, u), ∂2

∂u2
p(s, u), ∂

∂s
p(s, u), (s, u) ∈

(0, 1]×R.

4. При любом s ∈ (0, 1] справедливы равенства:

lim
u→∞

f(s, u)p(s, u) = 0, lim
u→∞

∂

∂u
[f(s, u)p(s, u)] = 0.

Тогда следующие условия равносильны:

(a) для любого t ∈ (0, 1] и произвольной финитной функции h(u) ∈ C1(R)

E

∫ t

0
h(X(s)) dXτ (s) = 0 для любого t.

(b) плотности p(s, u) удовлетворяют уравнению

∂

∂s
p(s, u) =

∂2

∂u2
[f(s, u)p(s, u)], (s, u) ∈ (0, 1]×R.

Пусть функция f(s, x) имеет вид f(s, x) ≡ f(s). Тогда последнему уравнению

удовлетворяют одномерные плотности распределений центрированных гауссовских

процессов с f(s) = σ(s)′, где σ2(s) = DX(s). В первом случае построенный сто-

хастический интеграл совпадает с соответствующим интегралом, предложенным в

работе [2].
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