
Л. П. У с о л ь ц е в (Самара, СамГУ). Об асимптотике и больших у-
клонениях в теореме Форте–Каца.

Пусть q > 2 — фиксированное целое число, а f(t) — вещественнозначная сум-

мируемая с квадратом на отрезке [0, 1] периодическая функция с периодом 1 и ко-
эффициентами Фурье am =

∫ 1
0 f(t)e2πimt dt, m = 0,±1,±2, . . ., удовлетворяющими

условию

|am| 6
A

|m|α
, m = ±1,±2, . . . , (1)

где A > 0 и α > 1/2 — постоянные. Для целых чисел N > 2 положим

SN (t) =
1
√

N

N−1∑
n=0

(
f(qnt)− a0

)
, 0 6 t < 1,

и

FN (x) = mes{t ∈ [0, 1] : SN (t) < x}, −∞ < x < ∞,

а Φ(x) будем обозначать нормальную функцию распределения с параметрами (0, 1).

Согласно классической теореме Форте–Каца (см., например, [1], с. 77), при вы-

сказанных относительно функции f(t) предположениях существует конечный предел
σ2 = limN→∞

∫ 1
0 S2

N (t) dt, σ > 0, причем в случае, когда σ 6= 0, для всех веществен-

ных x выполняется предельное соотношение

lim
N→∞

FN (σx) = Φ(x). (2)

Исследование асимптотики в последнем соотношении для различных классов функ-

ций f(t) (в зависимости от значений параметра α в соотношении (1)) проводилось

как чисто вероятностными методами (здесь наиболее значимым является результат
И.А.Ибрагимова [2]: если σ 6= 0, то при N →∞ равномерно по x, −∞ < x < ∞

FN (σx) = Φ(x) + O

((
ln n

N

)δ/2)
, (3)

где δ = 1 при α > 2/3 и δ < (2α − 1)/(1 − α) — любое при 1/2 < α 6 2/3, а

постоянная в символе «O» зависит от A, α, σ и ρδ =
∫ 1
0 |f(t)|2+δ dt), так и с привле-

чением различных арифметических средств (см., например, книгу А. Г. Постникова

[1] и работы автора [3]–[6]). А поскольку задача о распределении на единичном отрез-
ке дробных долей показательной функции, породившая соотношение (2), имеет как

вероятностную, так и арифметическую природу, более естественными и понятными

представляются те методы, в которых вероятностные аспекты трактуются в русле

аналитической теории чисел. Последний результат здесь такой.

Теорема. Если 1/2 < α 6 1 и σ 6= 0, то при N →∞ равномерно относительно
x, −∞ < x < ∞

FN (σx) = Φ(x) + O

(√
ln n

N

)
(при 2/3 < α 6 1, этот результат совпадает с (3), а при 1/2 < α 6 2/3 является
более сильным, нежели (3)), а в области 2 6 x 6 cN1/8, где c > 0 — некоторая
постоянная, при N →∞ выполняются соотношения

1− FN (σx) = [1− Φ(x)]

[
1 + O

(
x3(x +

√
ln N)

√
N

)]
,

FN (−σx) = Φ(−x)

[
1 + O

(
x3(x +

√
ln N)

√
N

)]
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с постоянными в символах «O», зависящими от A, α и σ (этот результат пере-
крывает ранее известные при всех α ∈ (1/2, 1]).
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