
А. Ф. Н и к о л а е в (Нижний Новгород, ЗАО «Интел А/О»). Ста-
тистические свойства динамической системы, управляемой процессом

Орнштейна–Уленбека.

Пусть на стохастическом базисе (Ω,F ,F, P ), удовлетворяющем обычным услови-
ям [I], задан процесс X = (Xt)t>0, допускающий стохастический дифференциал вида

dXt = −λXt dt + σ dWt, в котором константы λ и σ — положительные числа, Вине-

ровский процесс W = (Wt)t>0 не зависит от стартового значения X0 ∼ N(0, σ2/(2λ)).
Фильтрация порождается процессом X: F = (FX

t )t>0, FX
t = σ{Xs; s 6 t}.

Рассмотрим динамическую систему S, состоящую из двух блоков B1 и B2. Блок
B1, который в каждый момент времени t > 0 может быть описан в виде гармониче-

ской функции, модулируется процессом X:

zt = sin

(
2π

∫ t

0
(f1 + kXu) dt

)
с центральной частотой f1 > 0 и уровнем модуляции k > 0. Свяжем с системой

B1 последовательность случайных моментов времени {τi}i>0, определяемую для всех

i > 1: τi+1 = τi+ηi+1, τ0 = 0 и ηi+1 = min {x: x > 0,
∫ x

τi
(f1+kXu) du > 1}. Обозначим

T1 = 1/f1. Блок B2 генерирует гармонический сигнал с периодом T2 = 1/f2, f2 > 0:

yt =
∑
i>0

I {t ∈ [αi, αi + dcT2)}

с индикаторной функцией I {t ∈ [·, ·)} и последовательностью моментов {αi}i>0,

αi+1 = αi + T2, α0 = 0. Параметр dc ∈ (0, 1) определяет рабочий цикл блока B2.

Выходом системы S является бинарная последовательность b = {bi}i>1 с bi = y(τi).
Оценим (приближенно) статистические параметры системы S в частном (и очень

важном для приложений) случае, когда значения частот велики, причем f1 � f2,

k ∈ (k1, k2), σ2/(2λ) ∈ (d1, d2), где min {k1, d1} > ε1 > 0 и max {k2, d2} 6 ε2 < ∞.
Пусть ϕa,δ2 (x) — плотность нормального распределения с математическим ожи-

данием a и дисперсией δ2.

Теорема 1. Условное распределение P {ηn 6 x | Fτn−1} аппроксимируется
функцией

M(x) =

 1

kT1

∫ x

0
ϕan−1,δ2

(
T1 − y

kT1

)
dy, x > 0,

0, x < 0,

причем E (ηn | Fτn−1 ) = T1 − kT1an−1 и D (ηn | Fτn−1 = k2T 2
1 δ2, где an = Xτn (1 −

e−λT1 )/λ и δ2 = (λT1 + 2e−λT − e−2λT /2− 3/2)σ2/λ3.
Условное распределение P {τn 6 x | Fτn−1} аппроксимируется функцией M(x−

τn−1), при этом условные моменты случайной величины τn допускают предста-
вление E (τn | Fτn−1 ) = τn−1 + T1 − kT1an−1 и D (τn | Fτn−1 ) = kT 2

1 δ2.
Теорема 2. Для достаточно малых значений T2 выполнено P {bi = 1} = dc и

P {bi = 1, bi+1 = 1} = dc2.
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