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Расширение области применимости методов ГП.

Геометрическое программирование — сравнительно новый подход к решению

задач оптимизации. В 1961 г. Зенер опубликовал статью [19], в которой привел
примеры задач технического проектирования, которые можно сформулировать как

задачи оптимизации обобщенных полиномов, и доказал, что оптимальное решение

этих задач является решением специальной системы линейных уравнений. В 1967 г.
Даффин, Питерсон и Зенер опубликовали монографию [10], в которой впервые вве-

ли термин геометрическое программирование (ГП) для обозначения специального

класса задач нелинейной оптимизации. Введение этого термина обусловлено тем, что
в ранних исследованиях по ГП широко использовались геометрическое неравенство

Коши и его обобщения. Все имеющиеся на настоящий момент подходы к решению

задач ГП базируются на теории двойственности, которая впервые была описана в
работе Даффина и Питерсона [8].

В классической постановке прямая задача ГП с ограничениями (задача A) имеет

вид: найти min g0(x) при ограничениях gk(x) 6 1, k = 1, . . . , p, xj > 0, j = 1, . . . , m,
где gk(x) =

∑
i∈[k] ci

∏m
j=1 x

aij

j , k = 0, . . . , p, ci > 0.

Функции gk (k = 0, . . . , p) — это обобщенные полиномы, состоящие из суммы од-
ночленов из индексного множества [k]. Каждый одночлен внутри полинома является

произведением строго положительного коэффициента ci и переменных xj с показате-
лями степени aij . Эти показатели степени (в отличие от обычного полинома) могут

быть любыми вещественными числами. Такие полиномы называются позиномами.
Область определения позинома, поскольку возможен дробный и/или отрицательный
показатель, ограничена строго положительными вещественными числами.

Обозначим n общее число одночленов, входящих в p+1 позином. Тогда индексное

множество I = [1, . . . , n] нумерует их последовательно так, что первый элемент пози-

нома 0 имеет номер 1, а последний элемент позинома p — номер n. Будем обозначать
[k] индексное подмножество, соответствующее позиному k:

I = [0] ∪ [1] ∪ · · · ∪ [p], [k] ∩ [l] = ∅, k 6= l.

Двойственная задача к задаче A (задача B) имеет вид: найти max v(l, d) =

(
∏n

i=1(ci/di)
di )(

∏p
k=0 l

lk
k ) при ограничениях

∑
i∈[k] di = lk, k = 0, . . . , p, l0 =

1 (нормальность),
∑n

i=1 diaij = 0, j = 1, . . . , m (ортогональность), di, lk > 0,

k = 0, . . . , p, i = 1, . . . , n.

Методы решения задач ГП являются либо прямыми — непосредственно реша-

ющими нелинейную прямую задачу A, либо двойственными — решающими эквива-

лентную двойственную задачу B. Заметим, что сначала были разработаны именно

двойственные методы. Первым опубликованным алгоритмом ГП был двойственный

метод Франка. Блау и Уальд разработали метод, который использует необходимы-

е условия Куна–Таккера и достаточные условия оптимальности для двойственной
позиномиальной задачи. Подобный подход применен у Рижкаерта и Мартенса.

Другой класс двойственных методов использует линейность ограничений в двой-

ственной задаче. Таким образом, двойственная задача может быть переформулиро-
вана так, что число переменных будет равно размерности множества всех решений в

линейных ограничениях. Эта переформулировка называется редуцированной двой-
ственной задачей, она была впервые изучена Даффином, Питерсоном и Зенером в [10].
Темплмен и др., а также Брэдли исследовали этот подход. Джефферсон развивал

модифицированный алгоритм Ньютона для решения редуцированной двойственной

задачи. Динкель, Коченбергер и МакКарл описывали модифицированный алгорит-
м Ньютона–Раффсона для редуцированной двойственной задачи. В двойственных

методах часто используется линеаризация, впервые описанная Даффином в [6].
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Были разработаны также и прямые методы. Реклейтис и Уальд использовали
алгоритм Уальда и Бейтлера для выпуклой формы прямой задачи. Гочет и Смирс

создали алгоритм построения отсекающей плоскости, который решал переопреде-

ленную задачу геометрического программирования как выпуклую, решая последова-
тельность линейных задач. Динкель, Эллиотт и Коченбергер исследовали четыре

различных подхода к методу отсекающей плоскости для решения непосредственно

прямой задачи ГП. Эккер и Зораки использовали тот факт (установленный Даффи-
ном и Питерсоном [9]), что позиномиальную задачу можно свести к задаче, в которой

каждый позином содержит не более, чем два одночлена, и развили метод, который
аппроксимирует прямую задачу ГП с заданной степенью точности задачей линейного

программирования.

Методы классического ГП позволяют решить широкий класс задач технического

проектирования, но имеется много других задач оптимизации, достаточно точные
модели которых могут быть построены только при помощи алгебраических функций

более общего вида. Поэтому значительное внимание уделяется вопросу расширения

применимости методов ГП. В [10] приводятся методы преобразования дополнитель-
ного, но весьма ограниченного класса алгебраических задач в эквивалентные задачи

ГП. Первая попытка исправить это положение была предпринята Пасси и Уальдом

[14]. Они обобщили некоторые понятия и теоремы классического ГП для обобщенных
полиномов без ограничения на знак коэффициентов. Однако большинство важных

теорем ГП даже для этого случая не верны. В работе Даффина [7] эти трудности
частично были преодолены даже для несколько более общего класса алгебраических

задач.

Класс задач, для решения которых можно применять методы ГП, можно суще-

ственно расширить: в [10] показано, что любая корректно поставленная алгебраиче-
ская задача может быть преобразована в эквивалентную задачу со знакопеременными

полиномами, которая затем при помощи преобразований, описанных в [7], преобразу-

ется в эквивалентную позиномиальную задачу.

Нами впервые было показано, что методы ГП могут быть применены при решени-
и задач оптимизации, содержащими функции с постоянной эластичностью замещения

(CES):

U(x, y) = A(αx−ρ + (1− α)y−ρ)−n/ρ, ρ > −1, n > 0, A > 0, 0 < α < 1.

Функции этого класса широко используются в экономических моделях. Степень взаи-
мозаменяемости факторов в экономике может варьироваться, это является причиной

рассмотрения производственной функции с фиксированной, но произвольной величи-

ной эластичности замещения.

В литературе описаны многочисленные задачи ГП, которые возникают в сле-
дующих областях: оптимальное планирование, техническое проектирование, иссле-

дование химического равновесия [10], потоки в сетях [11], оптимальное управление с
линейными уравнениями движения [15], теория кодирования [3], управление запасами

[18], системы связи [4], региональная экономика [12], автоматизированное проектиро-

вание [13], расчет рисков [2].

Все найденные нами задачи ГП были включены в банк задач, состоящий на дан-
ный момент из 74 объектов. Банк задач представляет из себя текстовый файл в

csv-формате. Для каждой задачи указывается: источник, из которого она взята, дан-

ные задачи, оптимальное решение и значение целевой функции.

Для решения задач ГП нами был реализован двойственный метод, предложенный
в [16]. Суть этого метода состоит в том, что исходной задаче ГП с ограничениями

в стандартной постановке ставится в соответствие пара эквивалентных задач (пря-
мая и двойственная), которые являются задачами обобщенного линейного програм-

мирования. Такая замена позволяет устранить вычислительные трудности, обычно
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связанные с двойственностью, — наличие неактивных ограничений и недифферен-
цируемость. Программная реализация является расширением пакета FinPlus [1].
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