
А. Р. С и м о н я н, Е. И. У л и т и н а, М. А. С у н ц о в а (Сочи,
СГУТиКД). Об одной теореме для виртуальных времен ожидания в модели

Клейнрока.

Модель Mr|Gr|1|∞. В одноканальную систему с ожиданием поступают неза-
висимые пуассоновские потоки 1-вызовов, . . ., r-вызовов с параметрами a1, . . . , ar

соответственно. Длительности обслуживания вызовов независимы в совокупности,

не зависят от процесса поступления и для k-вызовов имеют функцию распределения

Bk(x), Bk(+0) = 0. В момент t = 0 система свободна от вызовов.

Дисциплина Клейнрока. Поступивший в момент τ > 0 в модель k-вызов,
k = 1, . . . , r, в момент t получает приоритет bk(t − τ)z , где b1 > b2 > · · · > br > 0.

Прерывания обслуживания не допускаются. При завершении очередного обслужива-

ния из очереди на прибор выбирается вызов с наибольшим приоритетом.
Моделью Клейнрока называем модель Mr|Gr|1|∞ с дисциплиной Клейнрока.

Главная характеристика — виртуальное время ожидания (ВВО) k-вызова wk(t)

в момент t. ВВО wk(t), k = 1, . . . , r, t > 0, есть время, которое пришлось бы ждать

k-вызову до начала обслуживания, если бы он поступил в модель в момент t.

Задача нахождения ФР ВВО wk(t), k = 1, . . . , r, t > 0, уже 35 лет является

нерешенной проблемой [1]–[5]. В работе [5] для wk(t), k = 1, . . . , r, t > 0, получена
система уравнений, однако в них обнаружена ошибка.

В настоящей работе методом работы [5] ошибка устранена, а также предложен

новый метод анализа величин wk(t), k = 1, . . . , r, t > 0.
Информация. Обозначим

aik = ai

[
1−

bk+1

bi

]
, σk =

k∑
i=2

aik, i = 1, . . . , k, k = 1, . . . , r, br+1 = 0,

βk(s) =

∫ ∞
0

e−sx dBk(x), ωk(s, t) = E e−sωk(t), mk(s) = s + σk − σkπk(s),

s > 0, t > 0, E — знак математического ожидания, а функция πk(s) — мини-

мальный по абсолютному значению корень x = x(s) функционального уравнения
σk x =

∑k
i=1 aikβi(s + σk − σk x).

При t > 0, s > 0, k = 1, . . . , r справедливы равенства [5]:

wk(s, t) = wk(mk−1(s), t), (1)

где wk(s, t) = E exp{−swk(t)} и wk(t) суть wk(t) без времен обслуживания вызовов,

поступивших и обслуженных за (t, t + wk(t)).
Результаты. При k = 1, . . . , r, j = k, . . . , r и s > 0 положим pk(s) = s −∑k

i=1 ai(1 − βi(s)), pj
k(s) = s −

∑k
i=1 aij(1 − βi(s)). Ошибку работы [5] исправляет

следующий результат.
Теорема. При любых t > 0, s > 0, k = 1, . . . , r справедливы равенства

wk(s, t) = epk(s)t

{
1− s

∫ t

0
e−pk(s)uP (u) du−

r∑
j=k+1

aj(1− βj(s))

∫ t

0
e−pk(s)ν dν

×
∫ bk(t−ν)/(bk−bj)

0
ep

j−1
k

(s)u duP{wi(v) < u}
}

,

где P — знак вероятности и
∫∞
0 e−stP (t) dt = (mr(s))−1, s > 0.

Уравнения (1)–(3) содержат полную информацию о ФР ВВО wk(t), k = 1, . . . , r,
t > 0. В частности, из (2) при k = r имеем

w(s, t)
def
= wr(s, t)epr(s)t

{
1− s

∫ t

0
e−pr(s)uP (u) du

}
, t > 0, s > 0.
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