
Э. Л. П р е с м а н, И. М. С о н и н (Москва, ЦЭМИ РАН;Шарлотт, Ун-
т Сев. Каролины). Оптимальная остановка случайных величин, заданных

на конечной цепи Маркова.

Мы считаем, что на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) задана такая последо-
вательность случайных величин Z = (Zn)n=0 со значениями в X = {e}∪(B⊗R), что

Zn = (Un, Yn), n = 0, и P{Zn+1 = e|Z0, · · ·Zn−1, Zn = e} = 1, P{Un+1 = j, Yn+1 ∈
C|Z0, · · ·Zn−1, Zn = z = (i, y)} = pijF (j, C), P{Zn+1 = e|Z0, · · ·Zn−1, Zn = z =
(i, y)} = 1 −

∑
j∈B pij для i, j ∈ B, y ∈ R, где F (j, ·) — некоторые меры на борелев-

ской прямой R, F (j,R) = 1, j ∈ B, а P = (pij , i, j ∈ B) строго субстохастическая

матрица, т. е.
∑

j∈B pij < 1 для всех i ∈ B. Очевидно, что последовательности
(Zn)n=0 и (Un)n=0 образуют цепи Маркова. В этой ситуации обычно говорят о по-
следовательности случайных величин (Yn)n=0, заданных на цепи Маркова (Un)n=0,

или что цепь Z определяется строго субстохастической матрицей P и мерами
F (j, ·) j ∈ B.

Мы считаем, что на X задана такая измеримая функция g(·), что g(e) = 0,∫
R
|g(i, v)|F (i, dv) < ∞ для всех i ∈ B, и рассматриваем задачу оптимальной оста-

новки цепи Z, определяемой строго субстохастической матрицей P и мерами F (i, ·),
с функцией платы g(·). Функцию выигрыша обозначим V (z) = supτ E[g(Zτ )|Z0 = z].

Теорема. Существует такой вектор c∗ = (c∗1, . . . , c∗m), что оптимальный мо-
мент остановки τ∗ — это момент первого попадания в множество {e} ∪R∗, где
R∗ = {z = (i, y) : i ∈ B, y ∈ R∗i }, R∗i = {y : g(i, y) = c∗i }. При этом V (z) = g(z)

если z ∈ R∗, V (i, y) = c∗i > g(i, y) если z = (i, y) /∈ R∗, и c∗ удовлетворяет соот-
ношению c∗i =

∑
j∈B p∗ij

∫
R∗

j
g(j, v)F (j, dv), где матрица P ∗ = (p∗ij , i, j ∈ B) опреде-

ляется равенством P ∗ = [I + PF(R∗) − P ]−1P, F(R∗) = (δijF (j, R∗j ), i, j ∈ B), и
F (j, R∗j )p∗ij = P{Uτ∗ = j|U0 = i} определяет распределение первой координаты в
момент τ∗ первого попадания цепи Z в множество {e} ∪R∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. использует алгоритм исключения состояний, суть ко-
торого в данном контексте состоит в последовательном применении приводимой ниже

леммы и двух следствий из нее.

Рассмотрим сужение переходного оператора P нашей цепи на множество функ-
ций, заданных на B ⊗R, которые можно рассматривать как вектор-функции f(y)=

(f(1, y), . . . , f(m, y)), заданные на R. На множестве таких функций определим опера-

тор L формулой Lf(i, y) =
∫
R

f(i, v)F (i, dv), (i, y) ∈ B⊗R. Из определения оператора
P для рассматриваемого случая вытекает, что оператор P переводит любую вектор-

функцию в вектор-функцию, координаты которой равны константам и Pf = PLf.

Поэтому в дальнейшем мы будем говорить, что марковская цепь Z определяется

строго субстохастической матрицей P и оператором L.

Для любого C = {(j, y) : j ∈ B, y ∈ Cj}, где Cj (j ∈ B) есть некоторые (воз-

можно, пустые) множества из R, наряду с операторaми P и L будем рассматривать
также операторы PC и LC , определяемые равенствами PCf = PICf, LCf = LICf,

где IC — оператор умножения на характеристическую функцию множества C, и обо-

значим F(C) диагональную матрицу (δijF (j, Cj), i, j ∈ B). Обозначим C дополнение

множества C, т. е. C = (B ⊗R) \ C.

Пусть задано некоторое R = {(j, y) : j ∈ B, y ∈ Rj}. Пусть τ0 = 0 и пусть τn > 0

(n = 1) — моменты последовательного попадания цепи Z в множество {e} ∪ R (если
Z0 = z и z ∈ {e} ∪ R, то τ1 — это момент первого возвращения). Так как P строго

субстохастична, то Pz{τn < ∞} = 1 для любого z ∈ X.

Рассмотрим марковскую цепь Z′ = (Z′n)n=0, где Z′n = (U ′n, Y ′n), U ′n = Uτn , Y ′n =

Yτn , n = 0. Если Z0 = z, то для любого z ∈ X при n = 1 значения Z′n принадлежат

{e}∪R. Обозначим P ′ переходной оператор цепи Z′, а I — тождественный оператор,

т. е. I = IB⊗R.
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Лемма. Если f(e) = 0, то справедливы соотношения

P ′f =
∞∑

l=0

Pl
R
PRf = (I − PR)−1PRf, P ′f = Pf + (I − PR)−1PR(Pf − f).

Следствие 1. Марковская цепь Z′ определяется строго субстохастической
матрицей P ′ и оператором L′, где nL′f(i, y) = (F (i, Ri))

−1
∫

Ri
f(i, v)F (i, dv), если

F (i, Ri) 6= 0, L′f(i, y) = Lf(i, y), если F (i, Ri) = 0, P ′ = [I − PF(R)]−1PF(R).

Следствие 2. Если R ⊆ {z : Pf(z) > f(z)}, то P ′f(z) = Pf(z) для любого
z ∈ B ⊗R.
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