
А. В. Ш м а к о в (Москва, МГУЛ). Частные автомодельные решения
волнового уравнения в задачах гидродинамики.

В [2] рассмотрена плоская нестационарная задача гидроупругости для цилиндри-

ческой оболочки с жидкостью. Систему уравнений идеальной сжимаемой жидкости
в цилиндрической системе координат запишем в безразмерном виде:

∂V

∂t
= −

∂P

∂r
,

∂U

∂t
= −

1

r

∂P

∂ϕ
,

∂P

∂t
+

∂V

∂r
+

V

r
+

1

r

∂U

∂ϕ
= 0, (1)

где P — давление в жидкости, V, U — нормальная и тангенциальная скорость жидко-

сти, r, t, ϕ — текущий радиус, время, полярный угол. В качестве масштабов выбраны
величины: [P ] = ρa2, [V, U ] = a, [t] = R/a, [r] = R, где ρ — плотность жидкости,

a — скорость звука в жидкости, R — радиус. Решение системы (1) ищем в виде

разложения в ряд Фурье по угловой координате:
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После исключения из третьего уравнения системы (1) скоростей V и U , для n-й

гармоники ряда получим
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Система уравнений (2) относительно автомодельной переменной z = (1 − t)/r

перепишется в виде
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Рассмотрим сходящуюся акустическую волну, распространяющуюся от границы

r = 1. Уравнение фронта сходящейся волны определяется соотношением r+ t−1 = 0.
Значениям z > 1 соответствуют точки перед фронтом, возмущения в которых равны

нулю. Значение z = 1 соответствует фронту волны, значение давления и скорости

на котором считается равным нулю. Для |z| 6 1 и n > 1 решение системы уравнений
(3) имеет вид
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где Tn(z) = sin(n arccos(z)) — полиномы Чебышева, Bn — коэффициенты интегри-

рования.

Следуя [1], решение системы (2) для n-й гармоники разложения запишем в виде
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где ξ1 = (1 − t + τ)/r, n > 1.
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Неизвестные переходные функции ωpn(τ), ωvn(τ), ωun(τ) связаны между собой

зависимостями, которые получаются после подстановки (5) в (2) для n-й гармоники

разложения: ωvn(τ) = ωun(τ) = −ωpn(τ).

Для определения переходных функций используется граничное условие. В част-
ности, если при r = 1 задан закон изменения нормальной составляющей скорости

жидкости W (ϕ, t), то переходная функция ωvn(τ) определяется из интегральных у-

равнений для n-й гармоники:∫ t
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где ξ = 1 − t + τ , Wn(t) — n-я гармоника W (ϕ, t).
В случае, если правая часть в уравнениях (6) является заданной функцией вре-

мени, то интегральное уравнение (6) решается один раз для всего интервала |ξ| 6 1.
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