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Метод вариационных сплайнов для сингулярных дифференциальных у-

равнений.

Рассматривается начальная задача для неявного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения (ОДУ)

F (ẋ, x, t) = 0, 0 5 t 5 T, x(0) = x0,

где x ∈ Rn и F : R2n → Rn , в случае переменного вырождения матрицы Якоби

∂F (ẋ, x)/∂ẋ на решении x(t). Важный частный случай такой задачи — это система

дифференциально-алгебраических уравнений (ДАУ)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), g(x(t), u(t)) = 0

с условиями x(0) = x0, u(0) = u0. Здесь трудности в численном решении возникают в
случае вырождения Якобиана ∂g(x(t), u(t))/∂u. Метод параметризации [1] позволяет

решать такие системы с помощью перехода к соответствующей задаче минимизации

интегральной невязки ‖F (ẋ, x)‖2 или ‖g(x, u)‖2 (нормы в пространстве L2).
Существуют различные специализированные методы для неявных ОДУ и ДА-

У, которые обладают конечным индексом (минимальное число дифференцирований,
которое позволяет привести исходное уравнение к системе в нормальной форме) не

более трех [3]. В таком случае матрица Якоби, упоминаемая выше, имеет постоянный

ранг. Однако не все системы обладают конечным индексом, а само преобразование
может быть достаточно сложным и плохо обусловленным, в частности, когда оно

применяется к функциям, заданным с погрешностями.

Известно, что в случае переменного вырождения якобиана начальные задачи мо-
гут иметь неединственное решение. Также возможна неустойчивость по исходным

данным. Следовательно, такие задачи относятся к классу некорректных задач и

должны решатся в рамках соответствующих подходов [4].
В случае вырождения матрицы Якоби нами ставится задача о нахождении нор-

мального решения, определяемого некоторой пробной функцией z(t). Предлагаемый

численный метод основан на минимизации Тихоновского стабилизирующего функ-
ционала ‖F (ẋ, x)‖2 + α‖x − z‖2 и аппроксимации ее решения xα(t) «вариационным
сплайном» с подвижными узлами. Сходимость сплайна к нормальному решению до-
казана. Первые и вторые производные функционала невязки по параметрам сплайна

могут быть найдены с помощью сопряженных переменных [1]. Здесь мы представля-

ем также более простой способ прямого дифференцирования невязки по параметрам

[2]. Получены результаты аналитического и численного сравнения двух вариантов

метода параметризации.
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