
Н. А. К о л о д и й (Волгоград, ВолГУ). Измеримость по параметру

двупараметрического стохастического интеграла по сильному мартинга-

лу.

Предположим, что (Θ,U) — произвольное измеримое пространство, (Ω,F ,P) —
полное вероятностное пространство, F = (Fz , z ∈ R2

+) — двупараметрическое се-

мейство σ-алгебр, удовлетворяющее условиям: 1) если x 6 z, то Fx ⊂ Fz ⊂ F ; 2) F0

содержит все элементы F нулевой вероятности; 3) Fz = ∩x>zFx для любого z; 4) для
любых x и z σ-алгебры Fx и Fz условно независимы относительно Fx∧z .

Обозначим D пространство таких функций g: R2
+ → R, что: g непрерыв-

на справа; для каждого z ∈ R2
+ существуют пределы limx→z, z16x1, x2<z2 g(x) и

limx→z, x1<z1, z26x2 g(x); для каждого z > 0 существует limz>x→z g(x). Определим

‖g‖z = supx∈[0,z] |g(x)| для g ∈ D; T и P обозначают σ-алгебры F-прогрессивно

измеримых и F-предсказуемых подмножеств R2
+ × Ω. Пусть M2

S — пространство

квадратично интегрируемых сильных F-мартингалов [1].

Целью работы, представленной данным сообщением, является доказательство
теоремы о существовании измеримой по параметру модификации стохастического

интеграла
∫
]0,x] β(θ, u)µ(θ, du) от предсказуемого поля β(θ, ·) по квадратично инте-

грируемому сильному мартингалу µ(θ, ·). Некоторые результаты об измеримости по
параметру стохастического интеграла, управляемого двупараметрическим сильным

мартингалом, были анонсированы в [2].

Теорема 1. Предположим, что выполнены следующие условия: 1) C — такая
σ-алгебра подмножеств пространства Θ × R2

+ × Ω, что C ⊂ U ⊗ B(R2
+) ⊗ F и

U×R2
+×Ω ∈ C для каждого U ∈ U ; 2) (ξn(θ, z, ω))n∈N — такая последовательность

C|B(R)-измеримых функций, что ξn(θ, ·, ω) ∈ D для любых θ ∈ Θ, ω ∈ Ω, n ∈ N и
limr,j→∞P {‖ξr(θ, ·) − ξj(θ, ·)‖z > ε} = 0 для любых ε > 0, θ ∈ Θ, z ∈ R2

+. Тогда
существует такая C|B(R)-измеримая функция ξ(θ, z, ω), что для каждого θ ∈ Θ

траектории случайного поля ξ(θ, ·) п. н. принадлежат D и limr→∞P {‖ξr(θ, ·) −
ξ(θ, ·)‖z > ε} = 0 для любых ε > 0, θ ∈ Θ, z ∈ R2

+.

Пусть T̃ обозначает σ-алгебру таких подмножеств C пространства Θ×R2
+ ×Ω,

что C ∩ (Θ× [0, z]× Ω) ∈ U ⊗ B([0, z])⊗Fz для любого z ∈ R2
+.

Теорема 2. Предположим, что (θ, x, ω) → µ(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R) и µ(θ, ·) ∈ M2
S

для каждого θ ∈ Θ. Тогда существует такая T̃ |B(R+)-измеримая функция
(θ, x, ω) → µ(θ, x, ω), что для каждого фиксированного θ ∈ Θ траектории поля
µ(θ, ·) п. н. принадлежат D0 и µ(θ, ·) является квадратической вариацией [3] мар-
тингала µ(θ, ·).

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия: (θ, (x, ω)) → β(θ, x, ω) ∈
U ⊗ P|B(R), (θ, x, ω) → µ(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R), µ(θ, ·) ∈ M2

S , E
∫
]0,x] β2(θ, u)µ(θ, du) < ∞

для любых θ ∈ Θ, x ∈ R2
+. Тогда существует такая функция Ψ(θ, x, ω): Θ ×R2

+ ×
Ω → R, что: 1) (θ, x, ω) → Ψ(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R); 2) Ψ(θ, x) =

∫
]0,x] β(θ, u)µ(θ, du)

п. н. для любых x ∈ R2
+, θ ∈ Θ; 3) для каждого фиксированного θ ∈ Θ случайное

поле Ψ(θ, ·) является элементом классаM2
S , и квадратическая вариация Ψ(θ, ·) на

прямоугольнике ]0, x] равна
∫
]0,x] β2(θ, u)µ(θ, du).
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