
О. В. Н а з а р ь к о (Ростов-на-Дону, РГСУ). О существовании и един-
ственности эквивалентных мартингальных деформаций для бинарного

(B, S)-рынка на деформированном стохастическом базисе.

Пусть (Ω, (Fn)N
n=0,P, (Q(n))N

n=0) — деформированный стохастический базис с ко-
нечным горизонтом N (см. [1]), где фильтрация (Fn)N

n=0 порождена бинарным дере-

вом, т.е. F0 = (Ω, ∅), Fn = σ(A1
n, A2

n, . . . , A2n

n ) (n = 0, 1, . . . , N), причем при переходе

от момента n к моменту n + 1 каждый атом Ak
n (A0

0 := Ω) σ-алгебры Fn дробится на

два атома A2k−1
n+1 и A2k

n+1 σ-алгебры Fn+1 ((n, k)-ветвление исходного бинарного де-

рева). Пусть вероятностная мера P нагружает все атомы σ-алгебры F = FN , а меры
Q(n) нагружают все атомы σ-алгебры Fn (n = 0, 1, . . . , N). В дальнейшем нам пона-

добятся плотности hn = dQ
(n+1)
n /dQ(n), где Q

(n+1)
n есть ограничение вероятностной

меры Q(n+1) на σ-алгебру Fn. Представим Fn-измеримую случайную величину hn

следующим образом: hn =
∑2n

k=1 hk
n IAk

n
. Рассмотрим последовательность случай-

ных величин (Zn,Fn)N
n=0, каждую из которых будем мыслить как дисконтирован-

ную стоимость акции некоторого (B, S)-рынка в соответствующий момент времени.

Таким образом, Z0 = z0
0 = const и Zn =

∑2n

k=1 zk
n IAk

n
(n = 1, . . . , N).

Для каждого (n, k)-ветвления рассмотрим систему уравнений

z2k−1
n+1 x + z2k

n+1y = zk
n, x + y = 1. (1)

Случай 1. Предположим, что (B, S)-рынок с дисконтированной стоимостью

акции (Zn,Fn)N
n=0 безарбитражен и полон. Тогда для любых n = 0, 1, . . . , N − 1

и k = 1, 2, . . . , 2n система уравнений (1) имеет единственное строго положительное

решение, которое мы обозначим (p2k−1
n+1 , p2k

n+1).

Теорема. Исходный (B, S)-рынок допускает единственную мартингальную де-
формацию (R(n))n

n=0, эквивалентную исходной деформации (Q(n))N
n=0 (в смысле [1]),

тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия связи между плот-
ностями hn и параметрами рынка:

2n∑
k=1

n−1∏
j=0

h
[(k+2j−1)/2j ]
n−j p

[(k+2j−1)/2j ]
n−j = 1, n = 1, 2, . . . , N − 1, (2)

где [·] означает целую часть числа. При этом деформация (R(n))N
n=0 рассчитыва-

ется по рекуррентным формулам

r2k−1
n+1 = p2k−1

n+1 hk
nrk

n, r2k
n+1 = p2k

n+1hk
nrk

n, где rk
n := Q(n)(Ak

n). (3)

Отметим, что если hk
n = 1 для любых n = 1, 2, . . . , N−1 и k = 1, 2, . . . , 2n, то соот-

ношения (2) выполняются автоматически, а равенствами (3) задается единственная
мартингальная мера исходного (B, S)-рынка.

П р и м е р. Пусть исходный (B, S)-рынок является рынком Кокса–Росса–

Рубинштейна (см. [2]) с параметрами a, b и r, где −1 < a < r < b. Предпо-
ложим, что для каждого (n, k)-ветвления событие A2k−1

n+1 означает повышение дис-

контированной стоимости акции, а событие A2k
n+1 означает ее понижение. Тогда

p2k−1
n+1 = (r − a)/(b− a), p2k

n+1 = (b− r)/(b− a). При этом соотношение (2) редуциру-

ется в соотношение

2n∑
k=1

(
r − a

b− a

)α(n,k)( b− r

b− a

)n−α(n,k) n−1∏
j=0

h
[(k+2j−1)/2j ]
n−j = 1,

где

α(n, k) =
1

2

(
n−

n−1∑
j=0

(−1)[(k+2j−1)/2j ]

)
,



2

а деформация (R(n))N
n=0 рассчитывается по формулам

r2k−1
n+1 =

r − a

b− a
hk

nrk
n, r2k

n+1 =
b− r

b− a
hk

nrk
n.

Случай 2. Предположим, что исходный рынок безарбитражен, но неполон. З-

десь могут возникнуть различные ситуации, которые мы продемонстрируем на дву-

шаговой модели.
Если z0

0 = z1
1 = z2

1 , z1
1 лежит строго между z1

2 и z2
2 , z2

1 лежит строго между z3
2 и

z4
2 , а h1 6≡ 1, то при n = 1 совокупность условий (2) и (3) равносильна системе

z1
1p1

1 + z2
1p2

1 = z0
0 , h1

1p1
1 + h2

1p2
1 = 1,

которая, очевидно, имеет единственное строго положительное решение. Таким обра-

зом, существует единственная мартингальная деформация, эквивалентная исходной
деформации.

Если z0
0 лежит строго между z1

1 и z2
1 , z1

1 = z1
2 = z2

2 и z2
1 лежит строго между z3

2 и

z4
2 , то при выполнении соотношения h1

1p1
1 +h2

1p2
1 = 1 будет существовать бесконечное

множество мартингальных деформаций, эквивалентных исходной.

Остальные возможности рассматриваются аналогично.

Случай 3. Если исходный рынок арбитражен, то не существует мартингальной
деформации, эквивалентной исходной.
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