
Н. О. С е д о в а (Ульяновск, УлГУ). Неавтономная модель взаимодей-
ствия биологических видов с неограниченным запаздыванием: условия

сходимости решений при отсутствии положительного равновесия.

Рассмотрим неавтономную систему Лотки–Вольтерра вида [1]:

ẋi(t) = bi(xi(t))fi(t, xt) = bi(xi(t))

[
ri(t)− ai(t)xi(t) +

n∑
j=1

lij∑
l=1

bijl(t)xj(t− τijl(t))

+

n∑
j=1

∫ 0

−∞
bij(t, s)xj(t + s) ds

]
, i = 1, . . . , n, (1)

где t ∈ R+ = [0, +∞), ẋi(t) обозначает производную функции xi(t), xt обозначает

функцию, отображающую R− = (−∞, 0] в Rn по формуле xt(s) = x(t + s). Пред-
полагается, что bi(xi) — непрерывные функции, bi(0) = 0, bi(xi) > 0 при xi > 0,∫ +∞
1 du/b(u) = +∞; ri(t), ai(t), bijl(t) — непрерывные ограниченные функции,

ai(t) > 0 для t ∈ R+; τijl(t) ∈ C(R+,R+), τ̇ijl(t) < 1; bij(t, s) — непрерывны,

|bij(t, s)| 6 b̃ij(s) и
∫ 0
−∞ b̃ij(s) ds < Bij < ∞.

Начальные условия для системы (1) имеют вид:

xt0 = ϕ, ϕ ∈ C(R−,Rn) ограничена, ϕi(s) > 0 для s ∈ R−, i = 1, . . . n. (2)

Системы вида (1)–(2) широко используются в моделировании динамики взаимо-

действующих биологических видов. Очевидно, система (1) допускает нулевое поло-

жение равновесия. Обычно при изучении асимптотического поведения подобных мо-
делей предполагается наличие еще и положительного равновесия в системе, которое

исследуется на устойчивость. Тем не менее, и в том случае, когда такого равновесия
не существует, можно получить условия, при которых решения системы будут иметь

конечный предел. Приведем один из таких результатов.

Рассмотрим систему (1) в допустимом фазовом пространстве [2] C0
g = {ϕ ∈

C(R−,Rn): sups∈R− |ϕ(s)|/g(s) < ∞, lims→−∞ |ϕ(s)|/g(s) = 0}, где g: R− →
[1, +∞) — непрерывная невозрастающая функция, g(s) = 1 при s ∈ [−ρ, 0], g(s) →
+∞ при s → −∞, и

∫ 0
−∞ b̃ij(s)g(s) ds < Bij , | · | обозначает норму в Rn, а норма в

C0
g определяется формулой |ϕ|g = sups∈R− |ϕ(s)|/g(s).

Предположим, что существует такой постоянный положительный вектор K =
(K1, . . . , Kn), что fi(t, K)+ki(t) = 0 для некоторых неположительных функций ki(t) ∈
L1. Тогда, используя пару Ляпунова–Разумихина [3]

V (x) =

n∑
i=1

Vi(xi) =

n∑
i=1

∫ xi

Ki

du

bi(u)
,

W (t, ϕ) =

n∑
i=1

Wi(t, ϕi) =

n∑
i=1

max
{

max
−τ(t)6s60

Vi(ϕi(s)), Vi(|ϕi|g)
}

,

можно показать, что при условиях

ai(t)−
n∑

j=1

lij∑
l=1

|bijl(t)| −
n∑

j=1

Bij > ε > 0, i = 1, . . . , n,

для всех решений x(t) системы (1), для которых xt0 > K, выполняется неравенство

x(t) > K при всех t > t0 и x(t) → K при t → +∞.
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