
В. А. И в н и ц к и й (Москва, МИИТ). Определение корреляционных

функций количества требований в узлах замкнутой сети массового об-

служивания.

Пусть в замкнутой СеМО (ЗСеМО) имеется m узлов и циркулирует N требо-

ваний. Число каналов обслуживания в каждом узле равно N . После завершения

обслуживания в i-м узле требование с вероятностью Pij поступает на обслужива-
ние в j-й узел,

∑m
j=1 Pij = 1, i = 1, . . . , m, и сразу начинает обслуживаться. Ма-

трица (Pij) неразложима. Длительность обслуживания в i-м узле имеет экспонен-

циальное распределение с параметром µi. Обозначим νi(t) число требований в i-
м узле в момент t. Процесс ζ(t) = {ν1(t), . . . , νm(t)} является марковским. Пусть

P (k1, . . . , km, t) = P {ν1(t) = k1, . . . , νm(t) = km},
∑m

i=1 ki = N . Обозначим ni(t) ма-

тематическое ожидание количества требований νi(t) в i-м узле, i = 1, . . . , m. Пред-
ставляет непосредственный теоретический и практический интерес нахождение кор-

реляционных и взаимно корреляционных функций количества требований в узлах

рассматриваемой ЗСеМО, т. е. M νi(t)νk(t′) − ni(t)nk(t). Так как уравнения для

ni(t) получены в [1], то необходимо найти уравнения для моментов M νi(t)νk(t′).

Теорема 1. Для моментов M νi(t)νk(t′) справедлива система дифференци-
альных уравнений второго порядка

∂2

∂t∂t′
M νi(t)νk(t′)=(µmµmPmkPmi+µiµmPmk+µkνmPmi+µiµk)M νi(t)νk(t′)

−
m−1∑
d=1
d6=k

(µiµdPdk−µiµmPmk+µmµdPdkPmi−µmµmPmkPmi)M νi(t)νd(t′)

−
m−1∑
j=1
j 6=i

(µkµjPji−µkµmPmi+µjµmPmkPju−µmµmPmkPmi)M νj(t)νk(t′)

+

m−1∑
j=1
j 6=i

m−1∑
d=1
d6=k

(µjµdPdkPji−µmµdPdkPmi−µjµmPmkPji+µmµmPmkPmi)M νj(t)νk(t′)

−NµiµmPmkni(t)−NµkµmPmink(t′) + N

m−1∑
d=1
d6=k

µmµdPdkPmind(t′)

+ N

m−1∑
j=1
j 6=i

µjµmPmkPjinj(t)+N2µ2
mPmkPmi−Nµ2

mPmkPmi

(
m−1∑
i=1

ni(t)+

m−1∑
i=1

ni(t
′)

)
,

1 6 i, k 6 m− 1, nm(t) = N −
m−1∑
i=1

ni(t), (1)

с начальными условиями

d

dt
M νi(0)νk(t′),

d

dt′
M νi(t)νk(0), M νi(0)νk(0).

Введем обозначения: ñik(s, u) =
∫∞
0

∫∞
0 M νi(t)νk(t′)e−st−ut′ dt dt′, 1 6 i, k 6

m − 1, ñi(s) =
∫∞
0 M νi(t)e

−st dt, 1 6 i 6 m, ñ1ik(s, 0) =
∫∞
0 e−stM νi(t)νk(0) dt,

ñ2ik(0, u) =
∫∞
0 e−ut′M νi(0)νk(t′) dt′.

Теорема 2. В преобразованиях Лапласа система линейных дифференциальных
уравнений второго порядка (1) приобретает вид следующей системы линейных



2

алгебраических уравнений:

(su−µmµmPmkPmi−µiµmPmk−µkµmPmi−µiµk)ñik(s, u)

= −
m−1∑
d=1
d6=k

(µiµdPdk−µiµmPmk+µmµdPdkPmi−µmµmPmkPmi)ñid(s, u)

−
m−1∑
j=1
j 6=i

(µkµjPji−µkµmPmi+µjµmPmkPji−µmµmPmkPmi)ñjk(s, u)

+
∑
j=1
j 6=i

m−1∑
d=1
d6=k

(µjµdPdkPji−µmµdPdkPmi−µjµmPdkPmkPji+µmµmPmkPmi)ñjd(s, u)

−Nu−1µiµmPmkñi(s)−Ns−1µkµmPmiñk(u)+Ns−1
m−1∑
d=1
d6=k

µmµdPdkPmiñd(u)

+ Ns−1
m−1∑
j=1
j 6=i

µjµmPdkPmkPjiñj(u)+N2s−1u−1µ2
mPmkPmi −Nµ2

mPmkPmi

×
(

m−1∑
i=1

ñi(s)u
−1+

m−1∑
i=1

ñi(u)s−1

)
+sñ1ik(s, 0)+uñ2ik(0, u)−M νi(0)νk(0), (2)

1 6 i, k 6 m − 1, где ñ1ik(s, 0) определяется системой линейных алгебраических
уравнений

(s + µi + µmPmi)ñ1ij(s, 0) =

m−1∑
j=1
j 6=i

ñ1jk(s, 0)(µjPji − µmPmk)

+ Ns−1µmPmi + M νi(0)νk(0), (3)

и uñ2ik(0, u) определяется аналогичной системой уравнений, i, k = 1, . . . , m− 1.

Моменты второго порядка, в которые входит νm(t), имеют вид

M νk(t)νm(t′) = Nnk(t)−M

m−1∑
i=1

νi(t
′)νk(t),

M νm(t)νk(t′) = Nnk(t′)−M

m−1∑
i=1

νi(t)νk(t′),

M νm(t)νm(t′) = N2 −N

m−1∑
i=1

ni(t)−N

m−1∑
i=1

ni(t
′) +

m−1∑
i=1

m−1∑
j=1

M νi(t)νj(t
′).

Размерность системы (2) равна (m − 1)2 и не зависит от N . Решая (2) и (3),

обращая преобразование Лапласа и вычитая из решений ni(t)nk(t), получаем искомые

корреляционные и взаимно корреляционные функции количества требований в узлах

ЗСеМО.
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