
А. В. К а л и н к и н (Москва, МГТУ). Решение уравнений одного мар-
ковского ветвящегося процесса с двумя типами частиц.

Рассматривается однородный во времени марковский процесс на множестве со-

стояний N2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, переходные вероятности P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t),

t ∈ [0,∞), которого представимы при t → 0+ в виде (λ > 0, µ > 0)

P
(α1,α2)
(α1−1,α2)

(t) = p0α1λt + o (t), P
(α1,α2)
(α1−1,α2+1)

(t) = p1α1λt + o (t),

P
(α1,α2)
(α1,α2+1)

(t) = p2α1λt + o (t), P
(α1,α2)
(α1+1,α2)

(t) = p4α1λt + o (t),

P
(α1,α2)
(α1,α2−1)

(t) = α2µt + o (t),

где p0 > 0, p1 > 0, p2 > 0, p4 > 0, p0 + p1 + p2 + p4 = 1. Производяща-

я функция F(α1,α2)(t; s1, s2) =
∑∞

β1,β2=0 P
(α1,α2)
(β1,β2)

(t)sβ1
1 sβ2

2 (|s1| 6 1, |s2| 6 1) о-

бладает свойством ветвления F(α1,α2)(t; s1, s2) = F α1

1 (t; s1, s2)F α2

2 (t; s1, s2) [1], где

F1(t; s1, s2) = F(1,0)(t; s1, s2), F2(t; s1, s2) = F(0,1)(t; s1, s2). Имеет место система у-
равнений [1]

∂F1

∂t
= λ(p4F 2

1 + p2F1F2 + p1F2 + p0 − F1),
∂F2

∂t
= µ(1− F2), (1)

с начальными условиями F1(0; s1, s2) = s1, F2(0; s1, s2) = s2.
Введем обозначения a = λp0/µ, b = λp1/µ, c = λp2/µ, d = λp4/µ и положим

W1(t; s2)=(a + b)e−(a+b)µt
2F2(a + b + bd/c, a + b + 1; a + b−d + 1, a + b; c(1−s2)e−µt),

W2(t; s2)=de−dµt
2F2(d + bd/c, d + 1;−a− b + d + 1, d; c(1− s2)e−µt),

H1(t; s2)=de−(a+b)µt
1F1(a + b + bd/c; a + b− d + 1; c(1− s2)e−µt),

H2(t; s2)=de−dµt
1F1(d + bd/c;−a− b + d + 1; c(1− s2)e−µt),

где 2F2(α1, α2; β1, β2; x), 1F1(α; β; x) — обобщенные гипергеометрические функции.
Теорема. Пусть a+ b− d не равно целому числу. Решение системы уравнений

(1) имеет вид (p0 + p1 > 0, p2 > 0, p4 > 0)

F1(t; s1, s2) =
CW1(t; s2) + W2(t; s2)

CH1(t; s2) + H2(t; s2)
, F2(t; s1, s2) = 1− (1− s2)e−µt,

где C = (W2(0; s2)− s1H2(0; s2))/(W1(0; s2)− s1H1(0; s2)).
Случай p1 = 0 рассмотрен в [2], где F1(t; s1, s2) выражена через бесселевы функ-

ции. Анализ нелинейных систем уравнений вида (1) применительно к частным слу-

чаям ветвящихся процессов с двумя типами частиц проведен в работе [3] (см. так-
же [4]).
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