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физмы и инвариантные меры.

Пусть функция f : [0, 1] → [0, n] строго возрастает от 0 до n. В [1], [2] рас-

сматривались условия x1 < x ⇒ f(x2) − f(x1) > x2 − x1 для всех x1, x2 ∈ [0, 1] и
существование инвариантной меры, при которых устанавливались эргодичность в [1]

и точность в [2] эндоморфизмов, порождающихся функцией f . При несколько других

условиях эргодические свойства таких эндоморфизмов исследовались в [3].
Мы будем рассматривать теоретико-числовые эндоморфизмы при условии

f(x) > x для всех x ∈ [0, 1]. (1)

Будет показан способ нахождения инвариантной меры. (Если существует такой x ∈
[0, 1], что f(x) < x, то инвариантная мера не существует.)

Известно уравнение Перрона–Фробениуса–Рюэля для плотности инвариантной

меры: ρ(x) =
∑

f(y)=x ρ(y)/|f ′(y)|, решить которое не просто.
Так как f(x) возрастает, то почти всюду существует производная f ′(x). Пусть

f(xk) = y, k = 1, . . . , n, ξ — разбиение на прообразы Cy = {xk}, k = 1, . . . , n, точек
y с условными мерами mi(y) = (f ′(xi))

−1. Плотность в точке y: ρ(y) =
∑n

i=1 mi(y).

Очевидно, что
∫ 1
0 ρ(y) dy = 1. Чтобы плотность была 1 (чтобы мера была инвариант-

ной), надо преобразовать [0, 1] так, чтобы каждый y = f(xk) переместился в точку

f(xk)/
∫ y
0 ρ(y) dy, и точно такое же преобразование по оси x.

Пусть f(x) сохраняет меру, например,

f(x) = 2x, т. е. Tx = 2x (mod 1). (2)

Сжатием отрезка [0, 1/2] в два раза до [0, 1/4] и растяжением [1/2, 1] до [1/4, 1] полу-
чим отображение

f1(x) =


2x, 0 6 x < 1/8,

1/4 + 6(x− 1/8), 1/8 6 x < 1/4,

2/3(x− 1/4), 1/4 6 x < 5/8,

1/4 + 2(x− 5/8), 5/8 6 x < 1.

Тогда ρ(y) = m1(y) + m2(y) = 2, 0 6 y < 1/4, и ρ(y) = m1(y) + m2(y) = 2/3,

1/4 6 y < 1.

Если растянуть отрезок [0, 1/4] в два раза и сжать [1/4, 1] с коэффициентом 2/3
как по оси x, так и по оси y, то получим (2).
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