
В. И. Х о х л о в (Москва, МИ РАН). Многочлены Эрмита и многочле-
ны Пуассона–Шарлье как классические пределы многочленов Кравчука.

Работа, по результатам которой представлен данный доклад, естественным обра-

зом связывает три классические системы многочленов, ортогональных относительно
биномиального, пуассоновского и гауссовского распределений ровно так, как сами эти

изначальные распределения теории вероятностей связывают классические предель-

ные теоремы Пуассона и Муавра–Лапласа.

Систему многочленов, ортогональных относительно биномиального распределе-

ния с параметрами n и p, образуют многочлены {K(n, p)
α (x)}α=0,1,...,n Кравчука [1];

cистему многочленов, ортогональных относительно пуассоновского распределения с
параметром λ, — многочлены {PCλ

α(x)}α=0,1,... Пуассона–Шарлье (см., например,

[2, §2.81]); cистему многочленов, ортогональных относительно (стандартного) гаус-

совского распределения, — многочлены {Hα(x)}α=0,1,... Эрмита (см., например, [3,
с. 151]).

В [4] предложено как несколько отличных от первоначального [1] представлений

многочленов Кравчука, так и представление многочленов Пуассона–Шарлье в виде
так называемых (нормированных) факториально-степенных биномов. Такого рода

представления удобны для применения своеобразной техники комбинаторных пре-

образований, составляющих, наряду с некоторой совокупностью условностей и обо-
снованных правил, то, что автором названо факториально-степенным формализмом
[4]. В качестве удачных отметим примеры применения этой техники в дискретной

математике (для анализа свойств автоматов [5]) и в теории вероятностей (моментные
неравенства в работах [6–9]).

Здесь эти представления и техника использованы для нового и прямого доказа-
тельства того факта, совершенно справедливо подчеркнутого М. Ф. Кравчуком на-

званием его доклада [1], что открытые им многочлены суть допредельные формы

многочленов Эрмита (последние будут получены ниже в форме, ранее не встречав-
шейся автору, но, разумеется, сводимой к известной). В качестве не менее есте-

ственного дополнения будет доказано, что многочлены Кравчука доставляют также

допредельные формы многочленов Пуассона–Шарлье для перехода к пределу по базе,
соответствующей предельной теореме Пуассона для биномиального распределения.

Принятая ниже система обозначений, пока оправдывающая внедрение факто-

риально-степенного формализма в практический оборот, для сокращения изложе-
ния не приводится; она дословно заимствована из [4]. Отметим лишь, что за-

пись [a]α, a ∈ R1, α = 0, 1, 2, . . . всюду означает убывающую факториальную сте-

пень α числа a: [a]α = a(a − 1) · · · (a − α + 1); при α ∈ R1\{0, 1, 2, . . .} полагаем
[a]α =

∑∞
ν=0([α]ν/ν!)([a]− 1)ν .

Нам понадобятся два вспомогательных комбинаторных тождества для фактори-

ально-степенных биномов, одно из которых сформулируем в виде леммы 1, а второе—
в виде следствия леммы 2.

Лемма 1. Для любых вещественных a, b и x справедливо тождество(
a [x] + b [−x]

)α
=

(
− b [α− 1] + (a− b) [x]

)α
. (1)

Лемма 2. Для любых вещественных a, b и x справедливо тождество

(
a [x] + b [x]

)α
=

α∑
ν=0

[α]2ν

ν!
[x]α−νaνbν(a + b)α−2ν .

Следствие. Справедливо тождество

(
[x]− [x]

)α
= (−1)α/2[α]α/2[x]α/2 1 + (−1)α

2
. (2)
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Д о к а з а т е л ь с т в а лемм и следствия сводятся к записи факториально-
степенных биномов в виде сумм, элементарным преобразованиям, изменениям по-

рядка суммирования и заключительным выделениям обычных степенных биномов

Ньютона (см., например, доказательство формулы (3) из [7, с. 593], практически пол-
ностью совпадающее с доказательством леммы 1 для частного случая a + b = 1).

Утверждение 1. Если n →∞, то при любых вещественных z

K
(n,1/2)
α

(n + z
√

n

2

)
→

(−1)α

√
α!

Hα(z), α = 0, 1, 2, . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем многочлен Кравчука степени α в виде нор-
мированного факториально-степенного бинома (ср. [4, замечание 3 на с. 590]):

K
(n, p)
α (x) =

(−1)α√
α![n]αpαqα

K̃
(n, p)
α (x) =

(−1)α√
α![n]αpαqα

(
q [x]− p [n− x]

)α
. (3)

При p = 1/2, согласно лемме 2 из [4, с. 587], лемме 1 и следствию леммы 2, имеем:

K̃
(n, 1/2)
α

(n + z
√

n

2

)
=

α∑
ν=0

[α]ν

ν!

1

2ν

([n

2

]
−

[n

2

])ν 1

2α−ν

([ z
√

n

2

]
−

[
−

z
√

n

2

])α−ν

=
1

2α

α∑
ν=0

[α]ν

ν!
(−1)ν/2[ν]ν/2

[n

2

]ν/2 1 + (−1)ν

2

(
[α−ν−1] + 2

[ z
√

n

2

])α−ν
,

и, значит, при n →∞

K
(n, 1/2)
α

(n + z
√

n

2

)
=

(−1)α2α√
α![n]α

K̃
(n,1/2)
α

(n + z
√

n

2

)
=

(−1)α

√
α!

α∑
ν=0

[α]ν

ν!
(−1)ν/2[ν]ν/2 1+(−1)ν

2

[n/2]ν/2√
[n]ν

([α−ν−1] + 2[z
√

n/2])α−ν√
[n− ν]α−ν

→
(−1)α

√
α!

α∑
ν=0

[α]ν

[ν/2]ν/2

(
−

1

2

)ν/2 1+(−1)ν

2
zα−ν =

(−1)α

√
α!

Hα(z).

Утверждение 2. Если n → ∞ и p → 0 так , что n p → λ, то при любых
вещественных x

K
(n, p)
α (x) → (−1)αPCλ

α(x), α = 0, 1, 2, . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из (3), воспользуемся леммой 2 из [4, с. 587]
и запишем факториально-степенной бином в (3) по его определению в виде суммы

∑
ν, µ

[α]ν+µ

ν! µ!
qν [x]ν(−1)µpµ[n]µ(−1)α−ν−µpα−ν−µ[−x]α−ν−µ.

Убеждаемся, что в условиях теоремы эта сумма стремится к сумме (факториально-

степенному биному)

∑
ν

[α]ν

ν!
[x]ν(−1)α−νλα−ν =

(
[x]− λ

)α
,

так как qν = 1 − (λν/n)(1 + o(1)) → 1 при любом ν = 0, 1, . . . , α, pµ[n]µ = (p n)µ(1 +
O(n−1)) → λµ при любом µ = 1, 2, . . . , α, а pα−ν−µ[−x]α−ν−µ → 0 при ν + µ 6= α.

Учитывая, что нормирующий сомножитель в представлении (3) в условиях теоремы
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стремится к (−1)α/
√

α!λα, в качестве предела получаем многочлен PCλ
α(x) системы

многочленов Пуассона–Шарлье, записанный (с точностью до сомножителя (−1)α, не

влияющего на свойство ортогональности) в форме нормированного факториально-

степенного бинома (ср. [4, замечание 2 на с. 590]).
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