
Г. А. С в и р и д ю к, А. С. Ш и п и л о в (Челябинск, ЮУрГУ). Об у-
стойчивости решений одной неклассической модели.

Система уравнений Осколкова [1]

(λ−∇2)vt = ν∇2v − (v∇)v −∇p, ∇ v = 0

моделирует динамику несжимаемой вязкоупругой жидкости. Прообразом данной мо-

дели служит нефть с высоким содержанием парафина. Основной проблемой при

транспортировке такой нефти по трубопроводам является неустойчивость ее тече-
ний относительно начальных данных. Мы исследуем устойчивость и неустойчивость

модели, рассматривая ее одномерные аналоги, определенные на графе.

Итак, пусть G = {V, E} — конечный связный ориентированный граф, где V =
{Vi} — множество вершин, а E = {Ej} — множество ребер, причем каждому ребру

Ej поставлено в соответствие два числа lj , dj ∈ R+, которые можно трактовать как
длину и площадь поперечного сечения ребра соответственно. На каждом ребре Ej

определено одномерное уравнение Осколкова

λvjt − vjtxx = νvjxx − vjxvj − αvj , (1)

где x ∈ (0, lj) — натуральный параметр, а t ∈ R — время. Наша цель — изучить

устойчивость решений v = (v1, v2, . . . , vj , . . .) системы (1), удовлетворяющих следу-

ющим условиям в вершинах графа:

vj(0, t) = vk(0, t) = vm(lm, t) = vn(ln, t), (2)

где Ej , Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Eω(Vi), Eα и Eω — множества выходящих из вершины

Vi и входящих в вершину Vi ребер соответственно; и∑
Ej∈Eα(Vi)

djvjx(0, t) =
∑

Ek∈Eω(Vi)

djvkx(lk, t). (3)

Определив операторы

〈Lv, u〉 =
∑

Ej∈E

dj

∫ lj

0
(vjxujx + λvjuj) dx,

〈Mv, u〉 = −
∑

Ej∈E

dj

∫ lj

0
(νvjxujx + αvjuj) dx, 〈N(v), u〉 = −

∑
Ej∈E

dj

∫ lj

0
vjxvjuj dx,

мы редуцируем модель (1)–(3) аналогично [2] к полулинейному операторному урав-

нению соболевского типа

Lv̇ = Mv + N(v), (4)

где операторы L, M ∈ L(U; V), N ∈ С∞(U; V), пространство U = {u: uj ∈
W 1

2 (0, lj) и выполнено условие (2)}, а пространство F сопряжено к U относительно

скалярного произведения 〈·, ·〉 из пространства L2 = {u: uj ∈ L2(0, lj)}.
В [2] начато исследование устойчивости и неустойчивости нулевого решения аб-

страктного полулинейного уравнения соболевского типа вида (4) посредством первого

метода Ляпунова (он же — метод Адамара–Перрона, он же — метод изучения устой-

чивости по линейному приближению (4)). В частности, были выделены следующие

условия.

(А1) Оператор M (L, p) ограничен, p ∈ {0} ∪N.

(A2) L-спектр оператора M : σL(M) = σL
e (M)∪σL

r (M) 6= ∅, где σL
e(r)

(M) = {µ ∈
σL(M): Re µ < 0 (Re µ > 0)}.
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(A3) Оператор N ∈ C∞(U; F), N(0) = 0, N ′
0 = O, где U и F — банаховы про-

странства, N ′
u – производная Фреше оператора M в точке u ∈ U.

(A4) Фазовое пространство M уравнения (1) таково, что 0 ∈ M и существует

окрестность O0 ⊂ M, C∞-диффеоморфно проектирующаяся вдоль U0 на окрестность

O1
0 ⊂ U1.

Терминология, используемая здесь, формализована в [3]. Выполнение условий

(А1), (А2) определяет существование расщепления фазового пространства U1 урав-

нения Lu̇ = Mu в прямую сумму U1 = Us ⊕ Uu экспоненциально устойчивого и

неустойчивого инвариантных пространств этого уравнения. Напомним некоторые

понятия. Вектор-функция v ∈ C∞((−τ, τ); U) называется решением уравнения (4),

если оно удовлетворяет ему. Решение v = v(t) уравнения (4) называется решением
задачи Коши

v(0) = v0, (5)

для него (короче, решением задачи (4), (5)), если оно удовлетворяет условию (5).

О п р е д е л е н и е 1. Множество P ⊂ U называется фазовым простран-
ством уравнения (4), если (i) любое решение v = v(t) уравнения (4) лежит в P

поточечно, т. е. v(t) ∈ P для любого t ∈ (−τ, τ); (ii) при любом v0 ∈ P существует

единственное решение задачи (4), (5).

Фазовое пространство уравнения (4) изучено в [4]. Показано, что оно есть объ-

единение двух непересекающихся компонент, одна из которых удовлетворяет усало-

вию (А4).

О п р е д е л е н и е 2. Множество Ms = {v0 = O0: ‖Psv0‖U 6 R1,
‖v(t, v0)‖U 6 R2, t ∈ R+} (Mu = {v0 ∈ O0: ‖Puv0‖U 6 R1, ‖v(t, v0)‖U 6 R2, t ∈ R−})
такое, что (i) Ms(u) C∞-диффеоморфно замкнутому шару в Us(u) с центром в на-

чале координат радиуса R1; (ii) Ms(u) касается Us(u) в начале координат; (iii) при
любом v0 ∈ Ms(u) ‖v(t, v0)‖U → 0 при t → +∞ (t → −∞), называется устойчивым
(неустойчивым) инвариантным многообразием уравнения (4).

Здесь Ps(u) обозначает проектор вдоль Uu(s) ⊕ U0 на Us(u), а v(t, v0) обозначено

решение задачи (4), (5). Опираясь на результаты [4], можно получить следующий
результат.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (А1)–(А4). Тогда существуют устой-
чивое и неустойчивое инвариантные многообразия уравнения (1). Причем если для
некоторого v0 ∈ O0 имеет место ‖Pe(r)v0‖U 6 R1 и ‖v(t, v0)‖U 6 R2 при t → +∞
или при t → −∞, то v0 ∈ Ms ∪Mu.

Здесь уравнения (1) отличаются от рассмотренных в [4], но и для них справедливо

следующее утверждение.

Лемма. (i) При всех λ, ν ∈ R\{0} операторы L, M ∈ L(U; F), причем оператор
M (L, 0)-ограничен. (ii) Оператор N ∈ C∞(U; F).

Нетрудно показать, что L-спектр σL(M) оператора M имеет следующий вид:
σL(M) = {µk = (νλk + α)/(λk + λ): k ∈ N \ {λl + λ = 0}}, где λk — собственные

значения оператора 〈Av, u〉 =
∑

Ej∈E dj

∫ lj
0 vjxuj dx. Поэтому, используя [5], можно

получить следующий результат.

Теорема 2. При любых λ ∈ R, ν, α ∈ R+ существует конечномерное не-
устойчивое и бесконечномерное устойчивое инвариантные многообразия модели
(1)–(3).
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