
Н. А. К о л о д и й (Волгоград, ВолГУ). О стохастических интегралах

на плоскости по сильным мартингальным ядрам.

Предположим, что (Ω,F ,P) — полное вероятностное пространство, F = (Fz ,

z ∈ R2
+) — двупараметрическое семейство σ-алгебр, удовлетворяющее «обычным» у-

словиям; T и P обозначают σ-алгебры F-прогрессивно измеримых и F-предсказуемых

подмножеств R2
+ × Ω. Определим класс подмножеств R2

+ ×R2
+ × Ω

T̃ = {C| C ⊂ R2
+ ×R2

+ × Ω, C ∩ (R2
+ × [0, z]× Ω) ∈ B(R+)⊗ B([0, z])⊗Fz ∀z}.

ПустьM2
S — пространство двупараметрических сильных квадратично интегрируе-

мых мартингалов [1].

При исследовании стохастических интегральных уравнений Вольтерра на плос-
кости возникает необходимость изучить свойства стохастического интеграла вида

η(z) =

∫
]0,z]

β(z, x)µ(z, dx), z ∈ R2
+,

где поле µ ∈ T̃ |B(R), µ(z, ·) ∈ M2
S для каждого z ∈ R2

+, β — B(R2
+) ⊗ P|B(R)-

измеримая функция, E
∫
]0,z] β2(z, u)µ(z, du) < ∞, µ(z, u) = 〈µ(z, ·)〉u — квадратиче-

ская вариация мартингала µ(z, ·) на прямоугольнике [0, u] [2].

Рассмотрим условие (H): предположим, что существует такое число p > 1, воз-
растающая положительная функция (ϕ(t))t>0 и измеримые случайные поля Λ(z, x) и

β(z, x) со значениями в R+, что:∫ 1

0

ϕ(t) dt

t1+2/p
< ∞; 0 6 β(z, x) 6 β(z′, x) для z 6 z′;

0 6 Λ(y, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]) для u < v, y 6 z;

EΛ(z, ]0, z]) < ∞; 〈µ(z, ·)〉]u,v] 6 Λ(z, ]u, v]);

〈µ(z, ·)− µ(z′, ·)〉]x,y] 6 Λ(z ∨ z′, ]x, y])ϕ2(|z − z′|) для x 6 y;

|β(z, x)| 6 β(z, x); |β(z, x)− β(y, x)| 6 β(z ∨ y, x)ϕ(|z − y|);

E

( ∫
[0,z]

β
2
(z, x)Λ(z, dx)

)p/2

< ∞.

(1)

При условии (H) в работе [3] определены некоторые типы стохастических интегра-

лов по сильным мартингальным ядрам и их квадратическим вариациям, доказана
теорема о существовании регулярных модификаций и получены неравенства для мо-

ментов равномерных норм и модулей непрерывности таких интегралов. Указанные

результаты применяются в работе [4] для доказательства теорем о существовании

и единственности решений стохастических интегральных уравнений Вольтерра на

плоскости.

Отметим, что стохастический интеграл по сильному квадратично интегрируемо-
му мартингалу, подынтегральная функция и интегратор которого зависят от предела

интегрирования, имеет нетривиальную конструкцию и не обладает мартингальными
свойствами. Представляет интерес существование полей, удовлетворяющих услови-

ю (H).

Далее приведем класс подынтегральных функций и интегрирующих ядер, удо-
влетворяющих этому условию.

Пусть: 1) (W (x), x ∈ R2
+) — двупараметрическое винеровское поле; 2) αx(ω) и

γx(ω) — P|B(R2
+)-измеримые и локально ограниченные поля; 3) F : R 7→ R и G: R 7→

R — непрерывно дифференцируемые функции; 4) число p > 1 и модуль непрерывно-

сти (ϕ(t))t>0 удовлетворяют условию конечности интеграла
∫ 1
0 ϕ(t)t−1−2/p dt < ∞.
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Определим µ(z, x) =
∫
[0,x] F (ϕ(|z − αy |)) dW (y) и β(z, x) = G(ϕ(|z − γx|)). Тогда

выполняется условие (H) с полями Λ(z, x) и β(z, x) вида:

Λ(z, ]u, v]) =

∫
]u,v]

max
x∈[0,z]

max
{

F 2(ϕ(|x− αy |)),
(
F ′(ϕ(|x− αy |))

)2}
dy,

β(z, x) = max
y∈[0,z]

max{|G(ϕ(|y − γx|))|, |G′(ϕ(|y − γx|))|}.

Условие (1) следует из неравенства∫
[0,z]

β
2
(z, x)Λ(z, dx) 6 z1z2 max

y∈[0,z], x∈[0,Γ(z)]
max{|G(ϕ(|y − x|))|, |G′(ϕ(|y − x|))|,

F 2(ϕ(|y − x|)), [F ′(ϕ(|y − x|))]2},

где z1 обозначает первую, а z2 — вторую компоненту вектора z.
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