
А. М. З у б к о в, А. А. С е р о в (Москва, МИАН, ЗТ). Оценки числа

булевых функций, имеющих аффинные приближения заданной точности.

Пусть Fn
2 и An — множества всех булевых и всех аффинных функций от n буле-

вых переменных соответственно, и Fn
2 (r) ⊆ Fn

2 — множество булевых функций, рас-
стояние Хэмминга от которых до множества An не превосходит r. Известно [1], что

Fn
2 (r) = Fn

2 , если r > 2n−1 − 2n/2−1. Из [2] следует, что если Fn,0
2 (r) — множество

всех булевых функций, расстояние Хемминга от которых до множества линейных
функций (аффинных с нулевым свободным членом) не превосходит r, то при n →∞

2−2n
|Fn,0

2 (rn)| → 1− e−e−x
, x ∈ R,

если rn = 2n−1 −
√

2n−1(n ln 2− ln(4πn ln 2)/2 + x + o (1)), т. е. для основной мас-
сы булевых функций от n переменных расстояние до множества линейных функций

близко к 2n−1 −
√

n2n−1 ln 2.
Здесь приводятся точные формулы и неравенства для |Fn

2 (r)|. Аналогичные ре-
зультаты можно получить и для |Fn,0

2 (r)|.
Теорема. a) Если 0 < r < 2n−2, то

|Fn
2 (r)| = 2n+1N1(n, r), где N1(n, r) =

r∑
m=0

Cm
2n .

b) Если 2n−2 6 r < 2n−2 + 2n−4, то

|Fn
2 (r)| = 2n+1N1(n, r)− 4C2

2nN2(n, r) + 8C3
2nN3(n, r),

где

N2(n, r) =

r−2n−2∑
m0=0

Cm0

2n−1

r−m0∑
m1=2n−1−(r−m0)

Cm1

2n−1 ,

N3(n, r) =

r−2n−2∑
v=0

r∑
u=2n−1−r+2v

Cv
2n−2Cu−v

2n−2S(r − u, r + u− 2v − 2n−1),

S(a, b) =
∑

g+h6a, |g−h|6b

Cg

2n−2Ch
2n−2 .

c) Если r > 2n−2 + 2n−4, то

2n+1N1(n, r)− 4C2
2nN2(n, r) 6 |Fn

2 (r)|
6 2n+1N1(n, r)− 4C2

2nN2(n, r) + 8C3
2nN3(n, r).

Для любого допустимого значения r вычисление N2(n, r) и N3(n, r) можно про-
вести за O(22n) арифметических операций. Примеры, рассмотренные для случаев

n 6 14, показывают, что верхние и нижние оценки очень близки в широкой области

значений r. Однако уже при умеренных n точные вычисления оказываются невозмож-
ными. Для N2(n, r) и N3(n, r) получены как приближенные (довольно громоздкие)

формулы, так и оценки, например:

N2(n, r) 6 Cr−2n−2

2n−1 C2n−2

2n−1
1 + q

(1− q)2
, где q =

Cr−2n−2−1
2n−1

Cr−2n−2

2n−1

,

N3(n, r) 6 22n
exp

{
−

48r2 − 9 2n+2r + 7 22n

2(2n 13/3− 8r)

}
, 2n−2 6 r < 2n−2 +

2n−2

3
,



2

N3(n, r) 6 22n
exp

{
−

3(2n − 2r)2

2(2n + 2(2n − 2r))

}
, 2n−2 +

2n−2

3
6 r 6 2n−1.

Из этих оценок следует, в частности, что

2−2n
8C3

2nN3

(
n, 2n−1 −

√
2n−1(n + c ln ln n) ln 2

)
<

4

3
2−3c ln ln n(1 + εn,c),

2−2n
8C3

2nN3(n, 2n−1 − c
√

2n−1n ln 2) <
4

3
2−3nc2 (1 + δn,c),

где εn,c = O (n3/2/2n/2) и δn,c = O (
√

n/2n/2), c > 0, т. е. точность оценок из п. c)

теоремы быстро возрастает с удалением r от 2n−1 −
√

n2n−1 ln 2.
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