
С. А. Х и х о л (Москва, МГУ). Два представления для обобщенного

процесса плотности распределений семимартингалов с независимыми при-

ращениями.

Для двух семимартингалов с независимыми приращениями хорошо известно вы-
ражение для процесса плотности их распределений в случае, когда одно из них ло-

кально абсолютно непрерывно относительно другого [1, теорема III.5.35]. Известна

также формула для обобщенного процесса плотности распределений процессов Леви

без требования о локальной абсолютной непрерывности (см. [2, (3.32)]). Автором

получена обобщающая упомянутые результаты формула для (обобщенного) процес-
са плотности распределений двух произвольных семимартингалов с независимыми

приращениями.

Пусть Ω = D(R+;Rd) — пространство всех непрерывных справа, имеющих пре-
делы слева функций ω : R+ → Rd, X — канонический процесс, µ — мера скачков

процесса X, фильтрация F = (Ft)t∈R+ порождена X, F = F∞. Пусть на (Ω,F)

заданы две вероятностные меры P и P ′, по которым процесс X является семимар-

тингалом с независимыми приращениями, X0 = 0 P - и P ′-п. н.
Фиксируем функцию урезания h : Rd → Rd. Детерминированные версии трипле-

товX относительно P и P ′ обозначим соответственно T = (B, C, ν) и T ′ = (B′, C′, ν′).
Свяжем с этими триплетами несколько детерминированных объектов. Пусть λ — та-

кая мера на R+×Rd, что (|x|2∧1)∗λt < ∞ для всех t < ∞ и ν � λ, ν′ � λ. Положим
U = dν/dλ, U ′ = dν′/dλ.

Существует единственное разложение ν′ = ν′1 + ν′2, где ν′1 � ν и ν′2 ⊥ ν. Пусть

Y = dν′1/dν. Положим также at = ν({t} × Rd), a′t = ν′({t} × Rd), a′i,t = ν′i({t} ×
Rd), i = 1, 2.

Из критерия сингулярности распределений семимартингалов с независимыми

приращениями [1, теорема IV.4.33] несложно показать существование такого σ ∈
[0, +∞], что Pt ⊥ P ′

t тогда и только тогда, когда t > σ, где Pt и P ′
t есть сужения P и

P ′ соответственно на Ft; более того, σ явно выражается через триплеты T и T ′. Из
того же критерия вытекает существование такой измеримой функции β : [0, σ) → Rd,
что B′ = B+h(x)(U ′−U)∗λ+(cβ)·A на [0, σ). Здесь At — непрерывная возрастающая

функция, а ct — функция со значениями в множестве симметрических неотрицатель-

но определенных матриц размера d× d такие, что C = c ·A.
Под обобщенным процессом плотности меры P ′ относительно P будем пони-

мать такой (единственный с точностью до P -неразличимости) согласованный P -п.н.

непрерывный справа и имеющий пределы слева случайный процесс Z = (Zt)t∈R+
со значениями в R+, что для любого t ∈ R+ случайная величина Zt есть плотность

абсолютно непрерывной компоненты P ′
t относительно Pt.

Теорема. Обобщенный процесс плотности Z меры P ′ относительно P имеет
следующий вид: Z = E(N) D 1[[0,σ[[ = E(N −Ψ) 1[[0,σ[[ P -п. н., где

Nt = β ·Xc
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(1− a′1,s) + Kt, Kt = ν′2({s 6 t : as = a′s = 0} ×Rd).

В случае P ′loc
�P имеем σ = ∞, ν′ � ν и a′t = 1 если at = 1, поэтому D ≡ 1, Ψ ≡ 0
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и формула для Z сводится к известной формуле III.5.21 из [1], а в случае, когда P и

P ′ — распределения процессов Леви, at = a′t = 0, Dt = exp(−Kt), Ψt = Kt и сводится

к формуле (3.32) из [2].
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