
М. Ю. З а х а р о в, Е. А. С е м е н ч и н (Краснодар, ОАО «НПО
«Промавтоматика»», КубГУ).О построении приближенного решения плоской

задачи Дирихле для уравнения Пуассона методом точечных потенциалов.

Работа, представленная данным сообщением, посвящена дальнейшему развитию
и обоснованию метода (галеркинского типа) решения краевых задач, применимому к

определенному классу уравнений эллиптического типа и изложенному в [1]–[3]. Пред-

лагаемый метод оказывается более удобным по сравнению с другими при построении

решений задач для областей сложной геометрической формы с достаточно гладки-

ми границами. Для такого типа областей построено приближенное решение первой

краевой задачи для уравнения Пуассона, имеющей многочисленные приложения.

Пусть Q ∈ R2 — ограниченная односвязная область с границей ∂Q ∈ C2,

Q+ = R2 \ Q — внешняя область, x = (x1, x2), ∂/∂ny (или ∂/∂n) — производная

по направлению внешней нормали к ∂Q в точке y ∈ ∂Q.

Ограниченное множество точек xk, k = 1, 2, . . . , принадлежащих области Q (и-

ли Q+) и отделенных от границы ∂Q этой области, назовем последовательностью
единственности для гармонических функций в Q (Q+), если для любых гармони-
ческих в Q (Q+) функций f1(x) и f2(x) из равенства f1(xk) = f2(xk), k = 1, 2, . . . ,

следует тождество f1(x) ≡ f2(x) в области Q (Q+).

Рассмотрим первую краевую задачу

∆U(x) = f(x), x ∈ Q, U(x)|∂Q = g(x). (1)

Пусть функции f(x) и g(x) таковы, что ее решение U(x) ∈ C2(Q) (f(x) и g(x) с
необходимостью принадлежат C(Q) и C2(∂Q) соответственно). Решение задачи (1)

будем искать в виде ([4]):

AU(x)=−
∫

Q
f(y) ln |x−y|−1 dy−

∫
∂Q

[
g(y)

∂

∂ny
ln |x−y|−1−

∂U(y)

∂n
ln |x−y|−1

]
dsy , (2)

где A = 2π, если x ∈ Q, A = π, если x ∈ ∂Q, A = 0, если x ∈ Q+, ∂U(y)/∂n —
плотность логарифмического потенциала простого слоя, подлежащая определению.

Искомую плотность представим в виде

∂U(y)

∂n
=

(
∂U(y)

∂n

)(0)

+ C, (3)

где (∂U(y)/∂n)(0) ортогональна единице в L2(∂Q), C — неизвестная константа, под-
лежащая определению.

Для построения (∂U(y)/∂n)(0) рассмотрим обратную задачу: найти (∂U(y)/∂n)(0)

из интегрального уравнения, вытекающего из (2), (3):

∫
∂Q

(
∂U(y)

∂n

)(0)

ln |xm − y|−1 dsy = W (xm), (4)

W (xm)=

∫
Q

f(y) ln |xm−y|−1 dy+

∫
∂q

g(y)
∂

∂ny
ln |xm−y|−1 dsy−C

∫
∂q

ln |xm−y|−1 dsy ,

здесь xm ∈ Q+ (m = 1, 2, . . .) — последовательность единственности для гармониче-

ских функций в Q+.

Приближенное решение (∂U(y)/∂n)
(0)
N уравнения (4) будем искать в виде

(
∂U(y)

∂n

)(0)

N

=

N∑
k=1

ckαk(y), (5)
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где

αk(y) = ln |xk − y|−1 − Jk, y ∈ ∂Q, Jk =

∫
∂Q

ln |xk − y|−1 dsy

/
|∂Q|,

xk из (4), k = 1, . . . , N .

Из (3), (5) следует, что(
∂U(y)

∂n

)
N

=

(
∂U(y)

∂n

)(0)

N

+ C.

Здесь (∂U(y)/∂n)N — приближение плотности ∂U(y)/∂n. Подставляя (∂U(y)/∂n)N

в (2), найдем приближенное решение UN (x) задачи (1).

Условия существования и единственности точного и приближенного решений (4),
сходимость в L2(∂Q) при N →∞ приближенного решения к точному и способ опре-

деления коэффициентов ck в (5) изложены в [5].

Из приведенных выше соотношений и свойств гармонических функций вытекают

следующие результаты.

1. Если в (1) возмущены либо правая часть f(x), либо функция g(x) из граничного

условия, то оценки (сверху) норм разностей невозмущенного U(x) и возмущенного
Ũ(x) решений задачи (1) имеют вид

‖U(x)− Ũ(x)‖C(Q) 6 2δ1B2/π, ‖U(x)− Ũ(x)‖C(Q) 6 δ2, (6)

где B2 = maxx∈Q ‖ ln |x−y|−1‖L2(Q); δ1 и δ2 — оценки сверху норм разностей ‖f(x)−
f̃(x)‖L2(Q) 6 δ1, ‖g(x) − g̃(x)‖C(∂Q) 6 δ2, f̃(x) — возмущенная правая часть в (1),

g̃(x) — возмущенная функция из граничного условия в (1).
Обратим внимание, что из (6) следует устойчивость получаемого решения (1)

при указанных выше допущениях.

2. Величина C из (3) имеет вид C =
∫

Q f(y) dy/|∂Q|.

3. Если (∂U(y)/∂n)(0), (∂U(y)/∂n)
(0)
N ∈ L2(∂Q), то UN (x) → U(x) в Q равномерно

при N →∞.
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