
С. О. С и н и ц и н (Москва, МГУПС). Метод моментов в задаче слу-
чайных колебаний полумаятника для системы первого порядка.

Движение под действием узкополосного процесса, описываемое системой первого

порядка, является весьма распространенной моделью в задачах механики, однако ана-

лиза стохастической системы никто до сих пор не проводил. Рассмотрим уравнение
движения, описываемое системой первого порядка, подверженной действию узкопо-

лосного шума: x′+αx = λ cos(y(t)), y′ = ω+ξ. Здесь x(t) — скорость, ξ — гауссовский

белый шум, α — коэффициент трения, λ — амплитуда и ω — частота. Проведем

усреднение исходной системы по Стратоновичу [1] для вычисления второго момента.

Обозначим x2 = cos[y(t)], x3 = sin[y(t)].

В результате имеем систему стохастических дифференциальных уравнений

x′1 = −αx1 + λx2, x′2 = −x3[ω + ξ(t)], x′3 = x2[ω + ξ(t)]. (1)

Далее применим метод моментов [1]. Положим D11 = 〈x1x1〉, D12 = 〈x1x2〉,
где 〈· · ·〉 обозначает усреднение; D′

11 = 〈dx2
1/dt〉 = 2〈x1x′1〉 = 〈x1(−αx1 + λx2)〉 =

−2αD11 + 2λD12, где Dξ = 〈ξξ〉 — интенсивность шума.

Для того чтобы вычислить 〈xiξ〉 в смысле Стратоновича, надо добавить и вы-

числить поправочный член. Формула имеет вид 〈g(x)ξ〉str = (1/2)〈g′(x)g(x)ξ〉ito.
Следовательно, 〈x1(−x3[ξ(t)])〉str = (1/2)〈x′1(−x3)ξ(t) − x1x′3ξ(t)〉 = (1/2)〈(−αx1 +

λx2)(−x3)ξ(t)〉ito−(1/2)〈x1(x2[ω+ξ(t)])ξ(t)〉ito = (1/2)(α〈x1x2〉〈ξ(t)〉−λ〈x2x3〉〈ξ(t)〉)−
(1/2)〈x1x2〉ω〈ξ(t)〉− (1/2)〈x1x2〉〈ξ(t)ξ(t)〉 = −D12Dξ(t)/2, т.к. 〈ξ(t)〉 = 0 и 〈ξ(t)ξ(t)〉 =
Dξ.

Продолжая аналогично, получим динамическую систему:

D′
11 = −2αD11 + 2λD12, D′

12 = −αD12 + λD22 − ωD13 −
1

2
D12Dξ,

D22 + D33 = 1, D′
13 = −αD13 + λD23 + D12ω −

1

2
D13Dξ.

Предпоследнее условие — тригонометрическая единица. Покажем, что существу-
ет стационарное решение этой системы, т. е. ищем неподвижную точку. Положим

здесь дополнительно D22 = D33 = 1/2, D23 = 0, т.к. функции x2, x3 не коррелируют,

их усреднение на периоде равно нулю.

Теорема. Существует неподвижная точка приведенной выше динамической
системы

D11 = λ2

(
α +

Dξ

2

)/
D0, D12 = λ

(
α +

Dξ

2

)/
D0, D13 =

λω

D0
, (2)

где D0 = 2α[ω2 + (α + Dξ/2)2].

Комментарии к доказательству. Динамическая система для моментов второго

порядка (диссперсий, коэффициентов корреляции) точно интегрируется:

D13(t) =
[−2α(2α + Dξ)D11 + 4λ2D22 − (Dξ + 6α)D′

11(t) − 2D′′
11(t)]

4λω
,

D12(t) =
(2αD11 + D′

11(t))

2λ
.

Для функции D11(t) получим ОДУ третьего порядка

D′′′
11(t) + (4α + Dξ)D′′

11(t) +
1

4
(D2

ξ + 12Dξα + 20α2 + 4ω2)D′
11(t)

+
1

2
α((Dξ + 2α)2 + 4ω2)D11(t) − 2λ2D′

22(t) − (Dξ + 2α)λ2D22 + 2λ2ωD23 = 0.
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Предполагая, как и ранее, D22 = D33 = 1/2, D23 = 0, приведем решение:

D11(t) = C1 exp{t(−δ − 2iω)/2} + C2 exp{t(−δ + 2iω)/2} + C3 exp{−2tα}

+
{

exp{−t(δ + 2α)}δλ2
[
− 4Dξ[exp{tδ} + exp{t(δ + 2α)}

− exp{t(δ + 4α − 2iω)/2} − exp{t(δ + 4α + 2iω)/2}
]
αω

+ D2
ξ

[
iα exp{t(δ + 4α − 2iω)/2}r − iα exp{t(δ + 4α + 2iω)/2}

− ω exp{tδ} + ω exp{t(δ + 2α)}
]

+ 4
[
− iα exp{t(δ + 4α − 2iω)/2}

+ iα exp{t(δ + 4α + 2iω)/2} − ω exp{tδ} + ω exp{t(δ + 2α)}
]

× (α2 + ω2)
}[

αω(β2 + 4ω2)(δ2 + 4ω2)
]−1

.

Здесь β = Dξ − 2α, δ = Dξ + 2α.

Так как уравнение на D11 линейное, отделим вещественную часть решения

Re D11(t) = C1 exp{−tδ/2} cos(ωt)+C3 exp{−2tα)+[exp{−2tα}δλ2ω[D2
ξ(exp{2tα}−1)−

4Dξα(1+exp{2tα})+4(exp{2tα}−1)(α2+ω2)]+exp{−tδ/2}αω[8Dξδλ2+C2ρ] cos(ωt)+

2 exp{−tδ/2}αδλ2(D2
ξ −4(α2+ω2))sin(ωt)]/(αωρ), где ρ = D4

ξ −8D2
ξ(α2−ω2)+16(α2+

ω2)2. Вычислим предел при t, стремящемся к бесконечности, и получим стационар-

ное решение, приведенное в теореме. Константы Cj , j = 1, 2, 3, определяются на-
чальными условиями, которые здесь не приводятся. Сравним полученный результат

с решением исходной системы. Cтационарное решение исходной детерминированой

системы при ξ = 0 имеет вид x(t) = (λ[α cos(ωt) + ω sin(ωt)]/(α2 + ω2). Усредняя его
по периоду 2π/ω, получим 〈x2〉 = (ω/(2π))

∫
x2(t) dt = λ2/(2(α2 + ω2)).

Численное исследование функций позволило обнаружить локальный максимум,
соответствующий «размазанному» резонансу. Случайный шум не позволяет настро-
иться на резонанс точно. Точные решения уравнения Колмогорова–Фоккера–Планка,

соответствующие исходной системе, можно построить методом «нефиксированной,
конструктивной замены переменных», предложенным в [2]–[3], кратко изложеным в

[4]–[5].
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