
Н. П. С о л о в ь е в а (Челябинск, ЮУрГУ). Начально-конечная задача
для линейного уравнения Хоффа на графе.

Пусть U и F — банаховы пространства; операторы L ∈ L(U; F), M ∈ Cl (U; F),

причем оператор M (L, p)-ограничен [1]. Рассмотрим линейное неоднородное урав-
нение соболевского типа

Lu̇ = Mu + f, ker L 6= {0}. (1)

Пусть относительный спектр σL(M) = σL
in(M)∪σL

ex(M), причем σL
in(M) содержится

в ограниченной области Ω ⊂ C с кусочно гладкой границей ∂Ω и ∂Ω ∩ σL(M) = ∅.

Тогда существуют проекторы

Pin =
1

2πi

∫
γ

RL
µ (M) dµ ∈ L(U), Oin =

1

2πi

∫
γ

RL
µ (M) dµ ∈ L(F),

где контур γ = ∂Ω такой, что операторы L ∈ L(ker Pin; ker Qin) ∩ L(im Pin; im Qin),

M ∈ Cl(ker Pin; ker Qin) ∩ Cl(im Pin; im Qin).
Рассмотрим проектор Pex = P − Pin ∈ L(U), возьмем T ∈ R+, u0, uT ∈ U и

поставим начально-конечную задачу [2]

Pex(u(0)− u0) = 0, Pin(u(T )− uT ) = 0. (2)

Пусть теперь G = G(V, E), где V = {Vi} — множество вершин, а E = {Ei} —

множество ребер, есть конечный связный ориентированный граф, причем каждое его
ребро Ei имеет длину li ∈ R+ и площадь поперечного сечения dj ∈ R+. На графе G

рассмотрим линейное уравнение Хоффа

λujt + ujtxx = αuj + fj , (3)

которое моделирует динамику выпучивания конструкции из двутавровых балок. Нас

интересуют решения уравнения (3), удовлетворяющие следующим условиям:

uj(0, t) = uk(0, t) = um(lm, t) = un(ln, t), (4)

где Ej , Ek ∈ Eα(Vi), Em, En ∈ Ew(Vi) (Eα (w)(Vi) — множество ребер с началом

(концом) в вершине Vi), а также∑
Ej∈Eα(Vi)

djujx(0, t)−
∑

Ek∈Ew(Vi)

dkukx(lk, t) = 0. (5)

Чтобы редуцировать задачу (3)–(5) к задаче (1)–(2), введем в рассмотрение ба-
наховы пространства F = {g = (g1, g2, . . . , vj , . . .) : gj ∈ L2(0, lj), vj ∈ W 1

2 (0, lj) и

выполнено (4)}, U = {u = (u1, u2, . . . , uj , . . .): uj ∈ W 2
2 (0, lj) и выполняются (4), (5)}.

Формулой A: u → (u1xx, u2xx, . . . , ujxx, . . .) зададим оператор A ∈ L(U; F). Выбе-
рем λ ∈ R и построим оператор L = λ + A. По построению оператор L ∈ L(U; F),

а его спектр σ(L) = {λ + λk}, где {λk} — собственные значения оператора A по

неубыванию с учетом кратности. Оператор M зададим формулой M = αI.
Теорема. При любых λ ∈ R+, α ∈ R, u0, uT ∈ U, f ∈ F существует един-

ственное решение u ∈ C([0, T ]; U) ∩ C1((0, T ); U) задачи (4)–(5) для уравнения (3)
вида

u(t) =
∑

µk∈σL
ex

[
exp

{
tα

λ + λk

}
〈u0 + α−1fex, ϕk〉ϕk − α−1〈fex, ϕk〉ϕk

]

+
∑

µk∈σL
ex

[
exp

{
(T − t)α

λ + λk

}
〈uT − α−1f in, ϕk〉ϕk + α−1〈f in, ϕk〉ϕk

]
− α−1f0.
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