
А. В. З а х а р о в (Уфа, ИМ с ВЦ УНЦ РАН). Пример построения куба-
турной формулы для вероятностного представления решений уравнений

математической физики.

Пусть ξ(ω) (ω ∈ Ω) — случайная величина, принимающая значения из множества
T и имеющая плотность распределения pξ(x), x ∈ T . Предположим, что плотность

pξ(x) известна в конечном наборе точек {xi}n
i=1 множества T , и требуется оценить

математическое ожидание E ξ. Подобные задачи возникают как в прикладных науках
[1], так и в теоретической математике. Например, иногда вероятностное представле-

ние решения параболических дифференциальных уравнений является простым мате-
матическим ожиданием от функционала винеровского процесса, имеющего известное

распределение [2]. В этом случае метод кубатурных формул может иметь порядок

сходимости вплоть до 1/n2 (метод Монте-Карло — 1/
√

n).
Поскольку математическое ожидание представляет собой интеграл, его можно

оценить при помощи кубатурной формулы

E ξ =

∫
T

xpξ(x) dx ≈
n∑

i=1

xipξ(xi)|∆i|, (1)

где {∆i}n
i=1 — разбиение T на подмножества, |∆i| — мера множества ∆i, i =

1, 2, . . . , n.

Для заданной плотности распределения pξ(x), x ∈ [a, b], ошибку кубатурной фор-

мулы (1) определим следующим образом:

εn =

∣∣∣∣∣
∫

T
xpξ(x) dx−

n∑
i=1

xipξ(xi)|∆i|

∣∣∣∣∣. (2)

Последовательность кубатурных формул вида (1) {xn
i , ∆

n
i }n

i=1 с ошибкой εn,

n = 1, 2, . . ., назовем асимптотически оптимальной, если для любой другой после-
довательности кубатурных формул вида (1) {xn

i , ∆n
i }n

i=1 с ошибкой εn, n = 1, 2, . . .,
верно неравенство limn→∞ εn/εn 6 1.

В работе предложены методы построения кубатурных формул (последовательно-

сти кубатурных формул), оптимальных в асимптотическом смысле применительно к
указанным задачам.
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