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к о в (Ульяновск, УлГТУ). О некоторых классах решений уравнений га-

зовой динамики.

Параметрический метод. Рассматривается система дифференциальных уравне-
ний, в которой искомые функции uk зависят от координат x, y и времени t:

Fk(x, y, t, u1, . . . , un, u1x, . . . , unx, u1y , . . . , uny , u1t . . . , unt) = 0, k = 1, . . . , n. (1)

Решение системы представляется в параметрической форме:

uk = Uk(ξ, η, t), k = 1, . . . , n, x = x(ξ, η, t), y = y(ξ, η, t).

Формулы перехода к новым переменным имеют вид

ukx =
Ukξyη − Ukηyξ

∆
, uky =

Ukηxξ − Ukξxη

∆
,

ukt = Ukt + Ukξ
ytxη − yηxt

∆
+ Ukη

yξxt − xξyt

∆
,

где ∆ = xξyη − xηyξ (∆ 6= 0). Cистема уравнений (1) преобразуется к виду

Fk(x, y, t, xξ, xη , xt, yξ, yη , yt, U1, . . . , Un,

U1ξ, . . . , Unξ, U1η , . . . , Unη , U1t, . . . , Unt)=0. (2)

В системе (2) величины x, y, uk (k = 1, . . . , n) являются функциями переменных ξ, η, t.

Решение системы (2) представляется в виде многочленов по степеням η:

Uk =

αk∑
i=0

uki(ξ, t)ηi, x =

γ∑
k=0

xk(ξ, t)ηk, y =

ω∑
k=0

yk(ξ, t)ηk,

где αk, γ, ω ∈ N (N — множество натуральных чисел). Для квазилинейных уравне-
ний первого порядка, коэффициенты в которых являются многочленами относительно

зависимых uk и независимых x, y переменных, предложен способ определения пара-

метров αk, γ, ω ∈ N, для которых система дифференциальных уравнений для xk(ξ, t),
yk(ξ, t), uki(ξ, t) является определенной или недоопределенной.

На основе предлагаемого параметрического метода построены решения, проведе-

на их классификация и указаны приложения для некоторых систем уравнений газовой

динамики, в том числе
ut + uux + vuy = −px/ρ,

vt + uvx + vvy = −py/ρ,

ux + vy = 0, ρ = const,

{
ut + uux − vy = 0,

uy − vx = 0,


ρ(ut + uux + vuy) = −px, ρ(vt + uvx + vvy) = −py ,

ρt + ρxu + ρyv + ρ(ux + vy) = 0,

ρ(pt + upx + vpy)− γp(ρt + uρx + vρy) = 0, γ = const.

Здесь u(t, x, y), v(t, x, y) — проекции вектора скорости, p(t, x, y) — давление,
ρ(t, x, y) — плотность.

В частности, получены решения простых и двойных волн. Построены также ре-
шения, описывающие течения газа с местными сверхзвуковыми зонами и с ударными

волнами в соплах Лаваля.
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При решении задач используется граничное условие (непротекания) на линии
g(x, y, t) = 0: ugx + vgy = −gt. В стационарном случае решение систем отыскивается

в виде

u =
α∑

i=0

ui(ξ)η
i, v =

β∑
i=0

vi(ξ)η
i, x =

γ∑
k=0

xk(ξ)ηk, y =

ω∑
k=0

yk(ξ)ηk.

Аналогично задаются p, ρ. Параметрические уравнения обтекаемой линии x = x∗(ξ),
y = y∗(ξ) определяются после решения обыкновенного дифференциального уравнени-
я uyξ − vxξ + (uyη − vxη)dη∗/dξ = 0 при η = η∗(ξ). Решение задачи, в том числе

уравнение обтекаемой линии, определяется в результате решения задачи Коши д-
ля нелинейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений для функций

uk(ξ), vk(ξ), xk(ξ), yk(ξ), η∗(ξ).
Методы разделения переменных и Галеркина. Безвихревые изэнтропические те-

чения идеального газа описываются уравнением

ϕtt + 2ϕrϕrt +
2

r2
ϕθϕθt + ϕ2

rϕrr +
1

r4
ϕ2

θϕθθ

+
2

r2
ϕrϕθϕrθ −

1

r3
ϕrϕ2

θ = a2

(
ϕrr +

1

r
ϕr +

1

r2
ϕθθ

)
, (3)

a2 = ργ−1 = P (γ−1)/γ =
γ + 1

2
− (γ − 1)

(
ϕt +

1

2
ϕ2

r +
1

2r2
ϕ2

θ

)
.

Здесь ϕ(r, θ, t), a, P , ρ — соответственно безразмерные потенциал скорости, скорость
звука, давление, плотность, r, θ — полярные координаты, t — время, γ = const —

показатель адиабаты.

Уравнение (3) имеет решение вида ϕ = (γ + 1)t/[2(γ − 1)] + r2f(θ, t). Функция
f(θ, t) удовлетворяет уравнению

ftt + 8fft + 2fθfθt + 8f3 + f2
θ fθθ + 6ff2

θ

+ (γ − 1)

(
ft + 2f2 +

1

2
f2

θ

)
(fθθ + 4f) = 0. (4)

Для уравнения (4) построены некоторые точные и приближенные решения, в том
числе автомодельные. Уравнение (4) используется для описания течений газа между

вращающимися по законам θ = θ1(t), θ = θ2(t) плоскостями, в том числе для описания

течений с ударными волнами, уравнения которых θ = θ∗(t). Для точек плоскостей
(θ = θk(t)) имеют место условия непротекания

fθ[θk(t), t] = θ′k(t), k = 1, 2. (5)

Предложен способ решения краевой задачи (4)–(5), основанный на методе Галеркина

и приводящий решение задачи к исследованию системы нелинейных обыкновенных

дифференциальных уравнений.
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