
М. И. Т о л о в и к о в (Череповец, ЧГУ). Распределение последова-
тельности 1-зависимых случайных индикаторов с рациональной произ-

водящей функцией.

Последовательность случайных величин {In}∞n=1 называется стационарной по-
следовательностью 1-зависимых случайных индикаторов, если выполнены усло-

вия: 1) каждая из случайных величин In принимает только два значения, 0 и 1;

2) вероятность P {I1+s = a1, I2+s = a2, . . ., Ik+s = ak} при любых k ∈ N,
a1, a2, . . . , ak ∈ {0, 1}, не зависит от s; 3) случайные векторы (I1, I2, . . . , Ii−1) и

(Ii+1, Ii+2, . . . , Ik) независимы при любых k > 2, 1 < i < k.
Пусть {0, 1}∗ — множество всех слов над алфавитом {0, 1}. Определим функцию

A: {0, 1}∗ → R равенствами A(a1a2 . . . ak) = P {I1 = a1, I2 = a2, . . ., Ik = ak},
A(e) = 1, где e — пустое слово. Будем обозначать |w| длину слова w. Введем в рас-
смотрение формальные производящие функции от бесконечного множества коммути-

рующих между собой переменных t, y0, y1, y2, . . . : a(y) =
∑

w∈{0,1}∗ A(w)yw, a0(t) =∑∞
n=0 A(0n)tn, где y = (y0, y1, y2, . . .), yw = yi1yi2 · · · yik

при w = 0i110i21 . . . 10ik ,
ye = 1. Для вычисления a(y) мы используем конструкцию произведения Адама-

ра. Произведением Адамара формальных степенных рядов f(t) =
∑∞

n=0 antn и

g(t) =
∑∞

n=0 bntn называется ряд f(t) ∗ g(t) =
∑∞

n=0 anbntn.

Теорема 1.

a(y) =

((
a0(t)

(
1 +

∞∑
i=0

yit
i+1

)−1)∣∣∣∣
t=1

)−1

− 1.

Выполняя различные подстановки вместо переменных y0, y1, y2, . . . в функцию
a(y), можно получить производящие функции распределений различных статистик

от случайного вектора (I1, I2, . . . , In). Теорема 1 показывает, что распределние этих

статистик полностью определяется функцией a0(t). Поэтому функцию a0(t) мы на-
зываем производящей функцией последовательности индикаторов {In}∞n=1.

П р и м е р. Положим yi = xi+1y, i = 0, 1, . . . Тогда функция a(y) переходит

в функцию a(x, y) =
∑∞

n=0

∑n
k=0 P {I1 + I2 + · · · + In = k}xn+1yk+1. Выполняя

соответствующую подстановку в равенство теоремы 1 и делая некоторые упрощения,

получаем a(x, y) = y(a0(x(1− y))− 1)/(1− ya0(x(1− y))).

Будем обозначать a(y)|y = ϕ(z) результат подстановки в функцию a(y) вме-
сто y0, y1, . . . значений ϕ0(z), ϕ1(z), . . . соответственно, где z = (z1, z2, . . . , zk),

ϕ0(z), ϕ1(z), . . . — рациональные функции от переменных z1, z2, . . . , zk.

Теорема 2. Пусть функция a0(t) рациональна и функция
∑∞

i=0 ϕi(z)ti также
является рациональной функцией от t. Тогда функция a(y)|y=ϕ(z) рациональна.

Определим на множестве {1, 2, . . . , 2n} отношение частичного порядка / услови-

ями:
i / j ⇔ ((i < j) ∨ (i = j ∧ j > n)).

Каждой последовательности (i1, i2, . . . , ik+1) ∈ {1, 2, . . . , 2n}k+1 поставим в соответ-

ствие слово σ(i1, i2, . . . , ik+1) = a1a2 · · · ak над алфавитом {0, 1} следующим образом:
as = 0 ⇔ is / is+1, s = 1, 2, . . . , k.

Теорема 3. Пусть a0(t) = (P (t) − Q(t))/(tQ(t)), где P (t) = (1 + α1t)(1 +

α2t) · · · (1 + αnt), Q(t) = (1− β1t)(1− β2t) · · · (1− βnt). Тогда для всех w ∈ {0, 1}∗

A(w) =
∑

σ(i1,i2,...,i|w|+1)=w

γi1γi2 · · · γi|w|+1 ,

где γi = αi при i 6 n, γi = βi−n при i > n.
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