
М. Ю. З а х а р о в, Е. А. С е м е н ч и н (Краснодар, Промавтоматика,
КубГУ).О построении приближенных решений плоских краевых задач для

уравнений со старшим гармоническим оператором.

Работа, представленная данным докладом, обобщает результаты [1–3] на слу-
чай краевых задач для широкого класса уравнений со старшим гармоническим опе-

ратором. Для таких задач строится приближенное решение с помощью методики,

предложенной в [1–3]. Задачи такого вида могут описывать различные физические
процессы.

Пусть F ∈ R2 — ограниченная односвязная область с границей Σ ∈ C2+α, x =
(x1, x2), ∂/∂n — дифференцирование по направлению внешней нормали к Σ в точке

y ∈ Σ (здесь приняты обозначения из [2, 3]).

В области G рассматривается задача

(µ(ϕ,x, t)D + A)ϕ(x) = f, x ∈ G ⊂ R2, t > 0,

ϕ = ϕ0 при t = 0, ϕ = ϕs на Σ,
(1)

где D = a∂2/∂x2
1 + b∂2/∂x2

2 , a и b — константы одинакового знака; µ(ϕ,x, t) > c > 0,

c = const, A — дифференциальный оператор с производными не выше первого по-
рядка (в частности, нелинейный). Не ограничивая общности рассуждений, полагаем

a = b = 1.

Предполагается, что решение задачи (1) существует, единственно и входные дан-
ные в (1) имеют требуемую для дальнейших рассуждений гладкость.

Аналогично [1–3], процесс построения приближенного решения задачи (1) разо-

бьем на два этапа.
1. Заменим исходную задачу (1) на ее дискретный по времени аналог. Пусть

Ψk(x) — приближение решения задачи (1) в момент времени tk (k = 0, 1, . . .), t0 = 0,

Ψ0(x) = ϕ0(x), tk+1 − tk = τk, fk = f(xk), µk = µ(Ψk(x),x, tk), Ak — дискретный

аналог оператора A. Используя неявную аппроксимационную схему, запишем для

определения Ψk+1(x) (k = 0, 1, . . .) следующие задачи:

(µk+1∆ + Ak+1)Ψk+1(x) = fk+1, x ∈ G ⊂ R2, Ψk+1(x) = ϕs(tk,x) на Σ. (2)

2. Построим приближенное решение задачи (2).
Введем вспомогательную задачу:

∆Ψ
(i)
k+1(x) =

Φ
(i)
k+1(x)

µ(Ψ
(i−1)
k+1 (x),x, tk+1)

, x ∈ G, Ψ
(i)
k+1(x)

∣∣∣
Σ

= ϕs(tk+1,x), (3)

где k = 0, 1, . . .

Приближенное решение (3) можно построить методом базисных потенциалов [4].

1. Начальное приближение Φ
(1)
k+1(x)/µk+1 правой части уравнения в (3) выбира-

ется так, чтобы при заданной ϕs(tk+1,x) из (3) выполнялось условие: решение (3)

при i = 1 существует и принадлежит C2+α(G).

2. Последующие приближения Φ
(i+1)
k+1 (x) в правой части уравнения в (3) опреде-

ляются из соотношения

Φ
(i+1)
k+1 (x) = −Ak+1Ψ

(i)
k+1(x) + fk+1(x), x ∈ G. (4)

Предполагаем, что для Φ
(i+1)
k+1 (x) из (4) при заданной ϕs(tk+1,x) из (3) и

µ(Ψ
(i)
k+1(x),x, tk+1) решение (3) также существует и принадлежит C2+α(G).

3. Процесс построения приближенных решений задачи (3) для приближений в

правой части уравнения в (3), определяемых (4), завершаем для заданного ε > 0 на
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lk+1-й итерации, если выполнится неравенство ‖Φ(lk+1)

k+1 (x)−Φ
(lk+1+1)

k+1 (x)‖
C(G

′
)

< ε.

В этом случае полагаем Ψk+1(x) = Ψ
(lk+1)

k+1 (x).

Приведем аналитический вид приближенного решения задачи (2):

Ψk+1(x) =
1

A

(
−

∫
G

Φ
(lk+1)

k+1 (y)

µk+1
ln

1

|x− y|
dy

−
∫
Σ

[
ϕs(tk+1,y)

∂

∂ny
ln

1

|x− y|
−

( N∑
j=1

c
(k+1)
j αj(y) + C

)
ln

1

|x− y|

]
dsy

)
,

где A = 2π для x ∈ G, A = π для x ∈ Σ; c
(k+1)
j — коэффициенты, определяющие

приближение неизвестной плотности ∂Ψk+1(y)/∂n:

∂Ψk+1(y)

∂n
≈

N∑
j=1

c
(k+1)
j αj(y) + C,

Φ
(lk+1)

k+1 (y)

µk+1
≈ ∆Ψk+1(y), k = 0, 1, . . . ,

αj(y) = ln
1

|xj − y|
− Jj , y ∈ Σ, Jj =

1

|Σ|

∫
Σ

ln
1

|xj − y|
dsy , xj 6∈ G,

j = 1, 2, . . . , N ; C =
1

|Σ|

∫
G

Φ
(lk+1)

k+1 (y)

µk+1
dy, Σ — мера |Σ|.

Аналогично можно построить приближенное решение задачи (1) с граничными усло-
виями второго рода.
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