
Л. В. Б а в а р о в а, А. В. К а л и н к и н (Москва, МГТУ). О квази-
стационарном распределении марковского ветвящегося процесса со схемой

взаимодействий 2T → T; T → 0,2T.

Рассматривается однородный во времени марковский процесс рождения и гибели

ξ(t), t ∈ [0,∞), на множестве состояний N = {0, 1, 2, . . .}, переходные вероятности
Pij(t) = P {ξ(t) = j | ξ(0) = i} которого при t → 0+ представимы в виде (λ1 > 0,

λ2 > 0)

Pi,i−1(t) = (λ2i(i− 1) + p0λ1i)t + o (t), Pii(t) = 1− (λ2i(i− 1) + λ1i)t + o (t),

Pi,i+1(t) = p2λ1it + o (t), Pij(t) = o (t), j 6= i− 1, i, i + 1,

p0 > 0, p2 > 0, p0+p2 = 1. Производящая функция переходных вероятностей Fi(t; s) =∑∞
j=0 Pij(t)s

j , |s| 6 1, удовлетворяет второму уравнению Колмогорова [3]

∂Fi(t; s)

∂t
= λ2(s− s2)

∂2Fi(t; s)

∂s2
+ λ1(p2s2 + p0 − s)

∂Fi(t; s)

∂s
, Fi(0; s) = si. (1)

Для рассматриваемой автокаталитической реакции с кинетической схемой 2T →
T ; T → 0, 2T уравнение детерминированной модели имеет вид ẋ(t) = λ1(p2−p0)x(t)−
λ2x2(t), x(0) = x0 (x(t) — количество реагента T ). Решение (p0 6= p2)

x(t) =
λ1(p2 − p0)x0

(λ1(p2 − p0)− λ2x0)e−λ1(p2−p0)t + λ2x0
. (2)

Пусть p2 > p0. Из (2) следует, что детерминированная модель x(t) выходит при
t → ∞ на стационарный уровень xc = λ1(p2 − p0)/λ2 > 0. Случайный процесс ξ(t)

длительное время находится в окрестности точки xc, но с вероятностью 1 попадает,

независимо от значений параметров, в поглощающее состояние 0. Пример реализа-
ции процесса приведен на рис. 1 (λ1 = 5, 5, λ2 = 0, 1, p0 = 0, 1, p2 = 0, 9, i = 100).

В работе [1] доказано существование предельного условного распределения qj =

limt→∞P {ξ(t) = j | ξ(t) > 0, ξ(0) = i}, j = 1, 2, . . ., и сделано предположение, что
квазистационарное распределение близко к нормальному. На рис. 2 приведена полу-

ченная методом Монте-Карло [2] гистограмма условного распределения, построенная

по 1000 реализаций процесса ξ(t) на временном промежутке [0, 50]. При больших λ1

и p2 > 1/2 гистограмма близка к плотности нормального закона.

Возможность аналитического вывода предельной теоремы при λ1 → ∞ связана

с рассмотрением следуемого из (1) дифференциального уравнения второго порядка
для производящей функции f(s) =

∑∞
j=1 qjsj (a — константа)

λ2(s− s2)f ′′(s) + λ1(p2s2 + p0 − s)f ′(s) + a(f(s)− 1) = 0, f(0) = 0, f(1) = 1.
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