
Н. В. И г н а т ь е в а (Чита, ЧитГУ). О построении гармонических

функций на кусочно-однородной плоскости с трещиной в виде луча.

Рассмотрим задачу построения гармонических функций, имеющих заданные о-

собые точки на плоскости z = x + iy, состоящей из двух полуплоскостей D1(y < 0)
и D2(y > 0) проницаемости kj в Dj , когда луч L(x > 0, y = 0) является сильно

проницаемой трещиной с параметром A. Пусть особые точки расположены в D2. В
параболических координатах ξ, η плоскости z: x = ξ2− η2, y = 2ξη, 0 < η <∞, или в

декартовых координатах плоскости ζ = ξ + iη задача для потенциалов uj(ξ, η) в Dj

имеет вид

∂2
ξ uj + ∂2

ηuj = 0; ξ = 0 : u2 = u1, k2 ∂ξu2 = k1 ∂ξu1, (1)

u2(ξ, 0) = u1(−ξ, 0), k2 ∂ηu2(ξ, 0) + k1 ∂ηu1(−ξ, 0) = A ∂2
ηu1(−ξ, 0), (2)

где функция u2 имеет особые точки заданной гармонической функции f(ξ, η) (особые

точки функции f расположены в D2), ∂n
ξ = ∂n/∂ξn. Представляя решение задачи

(1), (2) в виде

u1(ξ, η) =
2k2

k1 + k2
ϕ(ξ, η), u2(ξ, η) = ϕ(ξ, η) +

k2 − k1

k1 + k2
ϕ(−ξ, η), (3)

для функции ϕ(ξ, η) в однородной полуплоскости η > 0 получим задачу

∂2
ξ ϕ + ∂2

ηϕ = 0, ϕ ∼ f(ξ, η), (4)

ϕ(ξ, 0) = ϕ(−ξ, 0), ∂ηϕ(ξ, 0) + ∂ηϕ(−ξ, 0) =
2

β
∂2

ηϕ(ξ, 0), (5)

где β = (k1 + k2)/A. Полагая, что функция f(ξ, 0) разлагается в интеграл Фурье с

коэффициентами Фурье fi, представим функцию f(ξ, η) при η 6 0, где она не имеет

особых точек, в виде f(ξ, η) =
∫∞
0 eληfiσi dλ, где σ1 = sin λξ, σ2 = cos λξ (по повто-

ряющимся индексам i = 1, 2 суммируем). При этом имеет место следующая формула

[1]:
1

2

∫ ∞
0

e−βt[f(ξ, η − t) + f(−ξ, η − t)] dt =

∫ ∞
0

eληf2σ2

λ + β
dλ. (6)

Отсюда решение задачи (4), (5) найдем в виде

ϕ(ξ, η) = f(ξ, η) +

∫ ∞
0

e−ληaiσi dλ, η > 0, (7)

где a1 = −f1, a2 = [2β(λ + β)−1 − 1]f2. Следуя методу работы [1], с учетом равенств

(6), (7) решение (3) задачи (1), (2) приведем к виду

u1 =
2k2

k1 + k2
F1(ξ, η) +

2k2

A

∫ ∞
0

e−βtF2(ξ,−η − t) dt,

u2 = F1(ξ, η) +
k2 − k1

k1 + k2
F1(−ξ, η) +

2k2

A

∫ ∞
0

e−βtF2(ξ,−η − t) dt,

где F1(ξ, η) = f(ξ, η)− f(ξ,−η), F2(ξ, η) = f(ξ, η) + f(−ξ, η).
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