
М. М. Г л у х о в, П. Н. З а к р е в с к и й (Москва, ТВП). О коэффи-
циентах аддитивности и аффинности дискретных функций.

Введем обозначания: (H, +), (G, +) — конечные группы; HG — множество всех

отображений G в H; ‖f‖ — вес функции F ; Nf
b = |{a ∈ G: f(a) = b}| — число векто-

ров из G, на которых функция f принимает значение, равное b; Vn — пространство

строк длины n над полем P = GF (2), V 0
n = Vn \ {0}; Fn — множество всех буле-

вых функций от n переменных; Ln — множество всех линейных булевых функций

от n переменных; An — множество всех аффинных булевых функций от n перемен-

ных; V
(i)
n (f, g) — множество векторов из Vn, на котором значения функций f и g

совпадают (i = 0) или не совпадают (i = 1).

О п р е д е л е н и е 1. Коэффициентом аддитивности функции f ∈ HG на-
зовем число

Add (f) =
|{(x, y) ∈ G2: f(x + y) = f(x) + f(y)}|

|G|2
.

О п р е д е л е н и е 2. Коэффициентом аффинности функции f ∈ HG назо-

вем число

Aff (f) = max
a∈H

|{(x, y) ∈ G2: f(x + y) = f(x) + f(y) + a}|
|G|2

.

Укажем простейшие свойства коэффициента аффинности: 1) 1/‖H‖ 6 Aff (F ) 6
1; 2) Aff (f) = 1 ⇐⇒ f — аффинная функция; 3) ∀c ∈ H: Aff (f) = Aff (f + c);
4) ∀g(x) ∈ Hom (G, H): Aff (f) = Aff (f + h); 5) ∀ϕ ∈ Aut (G): Aff (f) = Aff (f ◦ ϕ), где

◦ — знак композиции функций.

Заметим, что идея сравнения функций на группах с гомоморфизмами групп впер-

вые на вероятностном языке была использована А. С. Амбросимовым в 1981 г. В

частности, им для функций от n переменных над кольцами вычетов и конечными

полями найдены вероятности аддитивности P {f(
∑l

i=1 xi) =
∑l

i=1 f(xi)} функции
f в общем случае, а также в случаях, когда f является бент-функцией, при усло-

вии, что элементы xi выбираются случайно независимо и равновероятно из области

определения функции f . Отсюда для булевых бент-функций

Add (f) =


1

2
+

1

2n+1
, если f(0) = 0,

1

2
−

1

2n+1
, если f(0) = 1.

В работах [1–4] для f ∈ HG при любых группахH, G свойство f(a+b) = f(a)+f(b)
положено в основу теста на близость функции f к гомоморфизмам групп. В них

величина Err (f) = P {f(u + v) 6= f(u) + f(v)} сравнивалась с расстоянием функции
f до класса гомоморфизмов. Имеются оценки разности сравниваемых величин.

Ниже приводятся результаты авторов данного доклада.

Пусть f ∈ HG, fa(x) = χa(f(x)), где χa — комплексный характер груп-

пы H, соответствующий элементу a. Обозначим ηG
b характер группы G, соот-

ветствующий b, и разложим функцию fa в ряд Фурье по характерам группы G:
fa(x) =

∑
b∈G Cfa

b ηG
b (x).

Систему комплексных чисел Cfa
b , где a ∈ H, b ∈ G, называют спектром функции

fa. Из ортогональности характеров следует, что Cfa
b = |G|−1

∑
x∈G fa(x)ηG

b (x), где

ηG
b — характер, сопряженный с ηG

b .

Теорема 1. Пусть f : G → H, где G = (Z/q)n, H = (Z/q)l — прямые суммы
аддитивной группы Z/q. Тогда имеет место равенство

Add (f) =
1

|H|
∑
a∈H

∑
b∈G

Cfa
b |Cfa

b |2.
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Следствие 1. Если f из теоремы 1 является бент-функцией, то

Add (f) =


1

|H|
+
|H| − 1

|G| |H|
, если f(0) = 0,

1

|H|
−

1

|G| |H|
, если f(0) 6= 0.

З а м е ч а н и е. Частными случаями теоремы 1 и ее следствия 1 являются ре-
зультаты А. С.Амбросимова при l = 2.

Всюду далее речь будет идти о булевых функциях из Fn.

Следствие 2. Для булевой функции f ∈ Fn:

Add (f) =
1

2
+

1

2

∑
a∈Vn

(W f
a )3,

где W f
a = 2−n

∑
x∈Vn

(−1)f(x)+(a,x) есть коэффициент Уолша–Адамара функции f .

Теорема 2. Пусть f ∈ Fn, ‖f‖ = k, Nf
1 = {c1, c2, . . . , ck}, M — множество

из m-неупорядоченных троек {a, b, c} с элементами a, b, c ∈ Nf
1 \ {0}, удовлетворя-

ющими условию a + b + c = 0. Тогда Aff (f) = max{Add (f), 1−Add (f)} и

Add (f) = 1−
6

22n

(
2n−1k − (k − i)2 + 4m−

i

3

)
, где i = f(0).

Следствие 3. Для любой функции f ∈ Fn веса k имеют место неравенства

Aff (f) =



1

2
+

1

2n−3
, если f(0) = 0, k = 0 (mod 2),

1

2
+

1

2n−3
−

3

22n−1
, если f(0) = 0, k = 1 (mod 2),

1

2
+

1

2n−3
, если f(0) = 1, k = 0 (mod 2),

1

2
+

1

2n−3
+

1

22n−1
, если f(0) = 1, k = 1 (mod 2),

причем достигаться указанные оценки могут лишь при m = m0 + ∆, где

m0 =
22n−4

3
−

(2n−1 − k)k

4
, ∆ ∈

{
−

1

3
,

7

12
,−

2k − 1

4
+

5

12
,−

2k − 1

4
+

2

3

}
.

Вопрос о достижимости оценок в общем виде остается открытым.

Теорема 3. Пусть f(x) =
∏k

l=1(al, x) (1 6 k 6 2n) — мультилинейная функ-
ция из Fn, (a1, a2, . . . , ar) (1 6 r 6 k)—- максимальная линейно независимая подси-
стема системы векторов (a1, a2, . . . , ak) и aj =

∑r
i=1 cj

i ai при j ∈ {r + 1, . . . , k} и
cj = (cj

1, cj
2, . . . , cj

r). Тогда

Aff (f)=

 max

{
1

2
±

22r−2−3(2r−1−1)

22r−1

}
, если ∀j ∈ {r+1, . . . , k}: ‖cj‖=1 (mod 2),

1, если ∃j ∈ {r+1, . . . , k}: ‖cj‖=0 (mod 2).

Теорема 4. Для любых различных функций f, g ∈ Fn (обозначив V =

V
(1)
n (f, g)) имеем

Add (f)−Add (g) =
3

22n

∑
z∈V

(−1)f(z)∆f (z)−
3

22n−1

∑
z∈V

∑
y∈V

(−1)f(z)+f(y)+f(z+y)

+
1

23n−2

∑
x∈V

∑
y∈V

∑
z∈V

(−1)f(z)+f(y)+f(x)
∑

α∈Vn

(−1)(α,x+y+z).
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Здесь ∆f (u) =
∑

x∈Vn
(−1)f(x+u)+f(x) есть автокорреляционная функция для f ∈

Fn.

Следствие 4. Если f, fi ∈ Fn, f — бент-функция и |Nfi
1 − Nf

1 | ≡ i, то,

обозначив A ≡ Add (f)−Add (fi) и V ≡ V
(1)
n (f, f1), имеем:

при i = 1

A =


3 · 2n−1 − 1

22n−1
(−1)f(0), если V = {0},

3 · 2n−1

22n−1
(−1)f(0)+1, если V = {γ};

при i = 2

A =


3 · 2n−1 − 4

22n−1
(−1)f(0), если V = {0, γ},

−
6

22n−1
((−1)f(0) + (−1)f(γ1)+f(γ2)+f(γ1+γ2)

)
, если V = {γ1, γ2};

при i = 3 и дополнительном обозначении f ≡ f(γ1) + f(γ2)f(γ1 + γ2)

A =



3 · 2n−1 − 7

22n−1
(−1)f(0) −

6

22n−1
(−1)f , если V = {0, γ1, γ2},

3

22n−1

(
(−1)f(0) + 2(−1)f

)
, если V = {γ1, γ2, γ3|γ1 + γ2 = γ3},

−
3

22n−1

(
3(−1)f(0) + 2

∑
16i<j63

(−1)f
)
, если V = {γ1, γ2, γ3|γ1 + γ2 6= γ3}.
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