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Дурбина–Нотта для статистик омега квадрат.

Статистика Крамера–Мизеса (омега-квадрат) может быть представлена в форме

ω2
n = n

∫ 1

0
ψ2(t)(Fn(t)− t)2 dt =

∫ 1

0
ξ2n(t) dt =

∞∑
i=1

V 2
i,n =

∞∑
i=1

D2
i,n

λi
,

где Vi,n =
∫ 1
0 ξn(t)ϕi(t) dt являются компонентами Дурбина–Нотта эмпирического

процесса ξ(t), λi = EV i, n. ОбозначимDi,n =
√
λiVi,n нормализованные компоненты,

причем EDi,n = 0, ED2
i,n = 1, i = 1, 2, . . . При n → ∞ предельные компоненты Di,

i = 1, 2, . . ., независимы и имеют распределение N(0, 1). Пусть d1, d2, . . . является
последовательностью таких чисел, что 1/d1 + 1/d2 + · · · < ∞. Тогда статистика

ω∗2n =
∑∞

i=1D
2
i,n/di имеет двойное взвешивание. Первое взвешивание производится

весовой функцией ψ(t), а другое — последовательностью d1, d2, . . . Таким образом,
мы имеем как амлитудное взвешивание, так и частотное (по компонентам). Сделаем

следующие преобразования:

ω∗2 =

∞∑
i=1

D2
i

di
=

∫ 1

0

( ∞∑
i=1

1
√
di
Diϕi(t)

)2

dt =

∫ 1

0

( ∞∑
i=1

√
λi

di

∫ 1

0
ξ(s)ϕi(s) dsϕi(t)

)2

dt

=
∞∑

i=1

λi

di

∫ 1

0
ξ(s)ϕi(s) ds

∫ 1

0
ξ(z)ϕi(z) dz =

∫ 1

0

∫ 1

0
ξ(s)W (s, z)ξ(z) ds dz,

где W (s, z) =
∑∞

i=1 λid
−1
i ϕi(s)ϕi(z) является положительно определенной весовой

функцией. Здесь сумма и интеграл можно поменять местами, если di/λi стремится

к ∞ быстрее, чем i. Другое представление выводится следующим образом:

ω∗2 =

∫ 1

0

∫ 1

0
ξ(s)W (s, z)ξ(z) ds dz=

∫ 1

0

∫ 1

0
ξ(s)

∫ 1

0
W 〈1/2〉(s, r)W 〈1/2〉(r, z) dr ξ(z) ds dz

=

∫ 1

0

[∫ 1

0
ξ(s)W 〈1/2〉(s, r) ds

∫ 1

0
W 〈1/2〉(r, z)ξ(z) dz

]
dr=

∫ 1

0

[∫ 1

0
ξ(s)W 〈1/2〉(s, t) ds

]2

dt.

Здесь

W (s, z) =

∫ 1

0
W 〈1/2〉(s, r)W 〈1/2〉(r, z) dr,

W 〈1/2〉(s, z) =

( ∞∑
i=1

λi

di
ϕi(s)ϕi(z)

)〈1/2〉

=

∞∑
i=1

√
λi

di
ϕi(s)ϕi(z).

Отношение di/λi должно стремиться к ∞ быстрее, чем i2.

Мы можем рассматривать две формы дважды взвешенной статистики омега-
квадрат:

ω2
n =

∫ 1

0

[∫ 1

0
ξn(s)W1(s, t) ds

]2

dt и ω2
n =

∫ 1

0

∫ 1

0
ξn(t)W2(t, τ)ξn(τ) dt dτ.

Пусть ζn(t) =
∫ 1
0 ξn(s)W1(s, t) ds. Тогда E ζ(t) = 0, и предельная ковариационная

функция

Kζ(t, τ) = E ζ(t)ζ(τ) =

∫ 1

0

∫ 1

0
(min{s, r} − sr)W1(s, t)W1(r, τ) ds dr.
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Условие слабой сходимости ζn(t) в L2[0, 1] есть∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
(min{s, r} − sr)W1(s, t)W1(r, t) ds dr dt <∞.

Рассматривается также случай параметрических контигуальных альтернатив.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект } 09-07-00180a.
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