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Универсальной математической моделью для реальных процессов с дискретным
временем t ∈ N , конечным пространством значений A = {0, 1, . . . , N − 1} , 2 6 N <
+∞ , и заданной достаточно большой глубиной памяти s ∈ N является однородная
цепь Маркова s -го порядка ЦМ (s) xt ∈ A на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) ,
определяемая обобщенным марковским свойством (t > s) :

P{xt=it|xt−1=it−1, . . . , x1=i1} = P{xt=it|xt−1=it−1, . . . , xt−s=it−s} = pit−s,...,it ,

где P=(pj1,...,js+1) — (s+ 1) -мерная матрица вероятностей одношаговых переходов.
К сожалению, число независимых параметров ЦМ (s) экспоненциально растет

при увеличении глубины памяти s : DЦМ(s) = N
s+1 − 1 , и для идентификации этой

модели необходимы реализации огромной длительности порядка O(Ns+1) . Чтобы пре-
одолеть этот парадокс размерности предлагается использовать так называемые мало-
параметрические модели [1] цепей Маркова s -го порядка, определяемые малым числом
параметров d� DЦМ(s) .

В работе рассматриваются следующие малопараметрические модели цепей Мар-
кова высокого порядка: модель Джекобса–Льюиса [1]

pj1,...,js+1 = (1− ρ)πis+1 +
s∑

j=1

λj ∙ δis−j+1,is+1 , i1, . . . , is+1 ∈ A,

где δjk — символ Кронеккера, ρ ∈ (0, 1) и дискретные вероятностные распределения
{πi : i ∈ A} , {λj : j ∈ {1, . . . , s}} являются параметрами модели (их число d =
N + s− 1 ); MTD-модель Рафтери [1]

pi1,...,is+1 =
s∑

j=1

λjqij ,is+1 , i1, . . . , is+1 ∈ A,

где d = N2 + s − 1 ; параметрами этой модели являются стохастическая (N × N) -
матрица Q = (qik) и дискретное распределение вероятностей {λj} ; цепь Маркова
s -го порядка с r частичными связями ЦМ (s, r) [2]; цепь Маркова условного порядка
[3]. Для этих малопараметрических моделей установлены вероятностные свойства, в
том числе, критерии эргодичности, а также решены задачи статистического оценива-
ния параметров и проверки гипотез по наблюдаемой реализации Xn1 = (x1, . . . , xn) ∈
An . Проиллюстрируем некоторые результаты для ЦМ (s, r) .

Цепь Маркова s -го порядка с r частичными связями определяется следующей
параметризацией матрицы P :

pi1,...,is+1 = pJs+11
= qjm1 ,...,jmr ,js+1 ,
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где Js+11 = (j1, j2, . . . , js+1) ∈ As+1 — мультииндекс, r — число связей (1 6 r 6 s) ;
Mr
1 = (m1,m2, . . . ,mr) — целочисленный вектор c r упорядоченными компонентами,
1 = m1 < m2 < . . . < mr 6 s , называемый шаблоном связей; Q=(qJr+11

) есть стоха-

стическая матрица размера (r + 1) × (r + 1) . Если r = s , то ЦМ (s, s) совпадает с
полносвязной цепью Маркова ЦМ (s) .

Теорема 1. ЦМ (s, r) эргодична тогда и только тогда, когда

∃i ∈ N : min
Js1 ,J

2s+i
s+1+i

∑

Js+i
s+1∈A

i

s+i∏

k=1

qjk+m1−1,...,jk+mr−1,jk+s > 0.

Обозначим:

H
(
{μ
J
r+1
1
}
)
= −

∑

Jr+11 ∈Ar+1

μ
J
r+1
1
(Mr

1 ) ln
(
μ
J
r+1
1
(Mr

1 )/μJr+11 ∙(M
r
1 )
)
> 0,

F
(
J i+s−1i ;Mr

1

)
= (ji+m1−1, . . . , ji+mr−1),

μ̂
J
r+1
1
(Mr

1 ) = (n− s)
−1
n−s∑

t=1

δ
F(Xt+s−1t ;Mr1 ),Jr1

δxt+s,jr+1 .

Теорема 2. Оценка максимального правдоподобия (ОМП ) для матрицы Q
имеет вид:

q̂
Jr+11

=
{
μ̂
Jr+11
(Mr

1 )/μ̂Jr+11 ∙ (M
r
1 ) , если μ̂Jr+11 ∙ > 0; N

−1 иначе
}
, Jr+11 ∈ Ar+1.

Если выполнено условие эргодичности и ЦМ (s, r) стационарна, то при n → +∞
уклонение Q̂ − Q распределено асимптотически нормально с известной асимпто-
тической ковариацией.

Теорема 3. Если s, r известны, то ОМП для шаблона Mr
1 имеет вид M̂

r
1 =

argmin
Mr1
H({μ̂

Jr+11
}); для стационарной ЦМ (s, r) эта оценка состоятельна при

n→+∞ : M̂r
1
P
→Mr

1 .

Теория иллюстрируется численными результатами.
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