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С. М. Б ы ч к о в а, А. А.Ж а р к и х (Мурманск, МГТУ). Об асим-
птотической оптимальности решающего правила распознавания направле-
ния сдвига точки на плоскости на фоне случайных поворотов.

Рассматривается движение точки на плоскости. Движение точки осуществляется
в дискретном времени. За единицу времени происходит один шаг движения. За этот
шаг точка и центр ее вращения смещаются вдоль некоторого направления на величину
S с вероятностью p , либо с вероятностью q = 1− p не смещаются. На завершающем
этапе шага точка поворачивается относительно указанного центра на случайный угол,
равномерно распределенный в полуинтервале [0, 2π) . Радиус поворота точки на ка-
ждом шаге равен R . Таким образом, предполагается, что модель содержит две жестко
связанные точки, расстояние между которыми равно R . Обе эти точки как связанный
объект смещаются в одном из эквидистантных по углу направлений. При каждом вра-
щении одна из точек является центром (строго одна и та же на каждом шаге). Вторая
точка совершает движение по окружности радиуса R относительно этого центра на
случайный угол. Координаты только этой второй точки доступны наблюдению. Для
описания случайных сдвигов точки используется симметричная модель. Считается,
что сдвиг точки осуществляется в одном из m направлений (m > 2) , разделенных
углами величины 2π/m . Наблюдателю известны значение m и одно из направлений.
В процессе движения точки ее координаты измеряются, записываются и используются
для распознавания направления сдвига. Предполагается, что точка двигалась до слу-
чайного момента начала наблюдений. Движение точки можно описать следующими
формулами:

xk = R cosα+ S cosβr

k∑

i=1

μi +R cosϕk, yk = R sinα+ S sinβr

k∑

i=1

μi +R sinϕk, (1)

где R = const есть радиус вращения точки относительно центра, α — случайный
угол, равномерно распределенный в полуинтервале [0, 2π) (показывает возможные
положения центра вращения точки, с которой начали наблюдение), μi — дискретная
случайная величина, которая принимает значение 1 с вероятностью p и 0 с вероятно-
стью q , S = const есть величина сдвига, βr = 2/m есть угол, задающий направление
истинного сдвига, ϕk — случайный суммарный угол поворота точки за k шагов дви-
жения, равномерно распределенный в полуинтервале [0, 2π) .

Выборочные средние координат наблюдаемой точки (1):

x̃k = R cosα+
R

n

n∑

k=1

cos(ϕk) +
S

n
cosβr

n∑

k=1

(n− k + 1)μk,

ỹk = R sinα+
R

n

n∑

k=1

sin(ϕk) +
S

n
sinβr

n∑

k=1

(n− k + 1)μk.

Далее мы рассматриваем поведение выборочных средних при n→∞ .
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Утверждение 1. Пусть точка совершает движение, которое описывается
формулами (1) . Тогда для любого ε > 0 справедливы выражения

lim
n→∞

P {|x̃n −X| 6 ε} = 1, lim
n→∞

P {|ỹn − Y | 6 ε} = 1,

где X — случайная величина с нормальным законом распределения,

E (X) = R cosα+ S cosβr p
n+ 1

2
, D (X) =

S2 cos2 βr
6n2

pq(2n3 + 3n2 + n) +
R2

n
,

Y — случайная величина с нормальным законом распределения,

E (Y ) = R sinα+ S sinβr p
n+ 1

2
, D (Y ) =

S2 sin2 βr
6n2

pq(2n3 + 3n2 + n) +
R2

n
,

r — номер истинного направления сдвига.

О б о с н о в а н и е у т в е р ж д е н и я 1. Остановимся подробнее на x̃n .
Случайная величина Zn = R

n

∑n
k=1 cosϕk в асимптотике распределена по нормально-

му закону, EZN = 0 , DZn = R2/(2n) . Случайная величина Wn = S
n
cosβr

∑n
k=1(n−

k + 1)μk асимптотике распределена по нормальному закону, E (WN ) = S cosβrp(n +
1)/2 , D (Wn) = S

2 cos2 βrpq(2n
3 + 3n2 + n)/(6n2) . Таким образом, x̃n = R cosα +

Zn+Wn в асимптотике распределена по нормальному закону с математическим ожи-
данием E (X) и дисперсией D (X) . Аналогично, ỹn в асимптотике распределена по
нормальному закону с математическим ожиданием E (Y ) и дисперсией D (Y ) .

Утверждение 2. Пусть точка совершает движение, которое описывается
формулами (1) . Тогда алгоритм распознавания направления сдвига на фоне слу-
чайных поворотов реализуется в виде следующего асимптотически оптимального
решающего правила: L = arg min06t6m−1{ρn,t}, здесь

ρ2n,t = x̃
2
n,t + ỹ

2
n,t, x̃n,t = xn − S cosβtp

n+ 1

2
, ỹn,t = yn − S sinβtp

n+ 1

2
,

L — номер направления, в пользу которого принимается решение.

О б о с н о в а н и е у т в е р ж д е н и я 2. Пара статистик (x̃n,r, ỹn,r) (если
r — истинное направление), соответствующих истинному направлению движения,
асимптотически стремится к (R cosα,R sinα) . Пары статистик (x̃n,t, ỹn,t) , не соот-
ветствующих истинному направлению, в асимптотике зависят линейно от n+ 1 . Та-
ким образом, ρn,t достигает минимума на истинном направлении переноса L = r .
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