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В работе, представленной данным докладом, рассмотрена модель добавления ком-
поненты [1], которая является весьма удобной и информативной при проведении ста-
тистического анализа данных. Данная модель может быть использована для проверки
гипотез о числе компонент смеси вероятностных распределений.

Рассмотрим сначала случай конечной масштабной смеси нормальных законов,
т. е. предположим, что каждое из независимых наблюдений Xn = (X1, X2, . . . , Xn)
имеет распределение вида G(x) = EΦ(Ux) =

∑k
i=1 piΦ(xσi) ,

∑k
i=1 pi = 1 , pi > 0 ,

σi > 0 , i = 1, 2, . . . , k , где Φ(∙) обозначает функцию распределения стандартного
нормального закона, U — дискретная случайная величина, принимающая значения
σi с вероятностями pi .

В этом случае модель добавления компоненты формализуется следующим обра-
зом. Пусть каждое из независимых наблюдений Xn = (X1, X2, . . . , Xn) имеет распре-
деление, представимое в виде Gp(x) = (1−p)

∑k
i=1 piΦ(xσi)+pΦ(xσ) , где все величины

σi , pi , i = 1, 2, . . . , k , считаются известными, а σ и p являются параметрами моде-
ли, при этом σ > 0 , 0 6 p 6 1 . Без ограничения общности для определенности будем
считать, что выполнены соотношения 0 < σ0 6 σ 6 σ1 6 σ2 6 ∙ ∙ ∙ 6 σk .

Отметим, что условие отделенности параметров от нуля является достаточно
общим и означает, что рассматриваются невырожденные нормальные законы с конеч-
ными дисперсиями, поэтому величину σ0 разумно считать известным параметром
модели.

Для данной модели Up — дискретная случайная величина, принимающая значе-
ния σi с вероятностями pi(1− p) и значение σ с вероятностью p . В этой ситуации
расстояние Леви между смешивающими распределениями имеет вид L(U,Up) = p .
Тогда справедлива следующая теорема (здесь и далее ϕ(∙) обозначает функцию плот-
ности стандартного нормального закона).

Теорема 1. В рамках модели добавления компоненты для конечных масштаб-
ных смесей нормальных законов при выполнении сформулированных выше условий рас-
стояние Леви L(U,Up) между смешивающими распределениями U и Up и расстоя-
ние Леви L(G,Gp) между истинным распределением G(x) и приближающей смесью
Gp(x) связывают неравенства

max

{

1,
σ0

σk − σ0

√
2πe

}

L(G,Gp) 6 L(U,Up) 6 ϕ
−1/2(σk)

(

1 +
σk√
2π

)1/2
L1/2(G,Gp).

Теперь рассмотрим случай конечной сдвиговой смеси нормальных законов, т. е.
предположим, что каждое из независимых наблюдений Xn = (X1, X2, . . . , Xn) име-
ет распределение F (x) = EΦ(x − V ) =

∑k
i=1 piΦ(x − ai) ,

∑k
i=1 pi = 1 , pi > 0 ,
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ai ∈ R , i = 1, 2, . . . , k , где V — дискретная случайная величина, принимаю-
щая значения ai с вероятностями pi . В этом случае модель добавления компонен-
ты формализуется следующим образом. Предполагается, что каждое из независи-
мых наблюдений Xn = (X1, X2, . . . , Xn) имеет распределение, представимое в виде
Fp(x) = (1 − p)

∑k
i=1 piΦ(x − ai) + pΦ(x − a) , где все величины ai ∈ R , pi > 0 ,

i = 1, 2, . . . , k , считаются известными, а a и p являются параметрами модели, при
этом a ∈ R , 0 6 p 6 1 . Без ограничения общности для определенности будем счи-
тать, что выполнены соотношения a0 6 a 6 a1 6 a2 6 ∙ ∙ ∙ 6 ak . Левое неравенство
означает достаточно естественное для практики предположение, что рассматриваются
конечные математические ожидания. Поэтому в дальнейшем считаем a0 известным
параметром модели.

В модели добавления компоненты Vp — дискретная случайная величина, при-
нимающая значения ai с вероятностями pi(1 − p) и значение a с вероятностью p .
В этой ситуации расстояние Леви между смешивающими распределениями имеет вид
L(V, Vp) = p . Справедлива следующая теорема.

Теорема 2. В рамках модели добавления компоненты для конечных сдвиговых
смесей нормальных законов при выполнении сформулированных выше условий рас-
стояние Леви L(V, Vp) между смешивающими распределениями V и Vp и расстоя-
ние Леви L(F, Fp) между истинным распределением F (x) и приближающей смесью
Fp(x) связывают неравенства

max

{

1,

√
2π

ak −min{0, a0}

}

L(F, Fp) 6 L(V, Vp) 6

(
(1 + 1/

√
2π)L(F, Fp)

ϕ(ak + |ak| −min{0, a0})

)1/2
.

Некоторые идеи доказательства приведенных теорем можно найти в [2]. В этой
же работе рассмотрена еще одна удобная модель — модель расщепления компонен-
ты. Описание особенностей ее применения, а также асимптотические результаты для
данной модели можно найти в работе [3].

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты 11-01-12026-офи-м и 12-07-
00115.
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