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А. В. К а л и н к и н, С. А. К р и в ц о в (Москва, МГТУ). Спирале-
видные реализации марковского процесса рождения и гибели квадратич-
ного типа T1 +T2 → 2T1 , T1 → 0 , 0→ T2 .

Рассматривается однородный во времени марковский процесс рождения и гибели
ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)) , t ∈ [0,∞) , на множестве состояний N2 = {α = (α1, α2) , α1, α2 =
0, 1, 2, . . .} , переходные вероятности P (α1,α2)(β1,β2)

(t) = P {ξ(t) = (β1, β2) | ξ(0) = (α1, α2)}
которого при t→ 0+ представимы в виде (λ2 > 0, λ1 > 0, λ0 > 0)
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F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 .
Скачки марковского процесса (ξ1(t), ξ2(t)) изображены на рис. 1.
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Рис. 1. Скачки процесса повторяющейся эпидемии

Случайный процесс интерпретируется как модель распространения инфекции в
популяции с двумя типами особей: тип T1 — инфицированные; тип T2 — восприимчи-
вые. Процесс ξ(t) введен в [1] как модель повторяющейся эпидемии и обобщает марков-
ский процесс эпидемии Бартлетта–Мак-Кендрика допущением, что число восприимчи-
вых особей пополняется извне иммиграцией. Для кинетической схемы T1 + T2 → 2T1 ,
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T1 → 0 , 0 → T2 уравнения детерминированной модели имеют вид ( x1(t) — количе-
ство T1 , x2(t) — количество T2 )

ẋ1 = λ2x1x2 − λ1x1, ẋ2 = −λ2x1x2 + λ0, x1(0) = x
0
1, x2(0) = x

0
2. (1)

Система нелинейных уравнений (1) исследована в [1] путем линеаризации в
окрестности точки стационарности (λ0/λ1, λ1/λ2) . При некоторых условиях на па-
раметры показано, что x1(t) , x2(t) представляют собой затухающие колебания —
траектория на фазовой плоскости x1Ox2 есть спираль, накручивающаяся на точку
стационарности.

Рис. 2. Пример реализации марковского процесса

На рис. 2 приведен полученный методом Монте-Карло пример спиралеобразной
реализации марковского процесса ( λ2 = 0, 00005 , λ1 = 0, 5 , λ0 = 1000 , α1 = 3000 ,
α2 = 0 ). Процесс ξ(t) длительное время находится в окрестности точки стационар-
ности, но с вероятностью 1 попадает, независимо от значений параметров, в погло-
щающее множество {(0, 0), (0, 1), (0, 2), . . .} . Неизвестны аналитические или прямые
вероятностные методы исследования описанного марковского процесса. Ряд других
примеров марковских процессов рождения и гибели квадратичного и кубического ти-
пов на N2 с разнообразным поведением реализаций приведен в [3].
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