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Оказывается, и для множеств, порождающих комбинаторные числа, имеют место
тождества, аналогичные формулам для биномиальных коэффициентов. Эта мысль в
1995 г. приятно удивила С.В.Яблонского, в 1998 г. заинтересовала С.С.Рышкова, а в
2003 г. — и В.И.Арнольда.

Пусть m = (m1,m2, . . . ,mn) , τ = (τ1, τ2, . . . , τn) , mi, τi ∈ N , R = (R1,
R2, . . . , Rn), Ri = {ri0, ri1, . . . , ri,mi−1}, rik < ri,k+1, Aik = {αik,1, αik,2, . . . , αik,aik},
αik,j < αik,j+1, rik, αik,j ∈ Z, λ =

∑n
i=1 τiri0, μ =

∑n
i=1 τiri,mi−1, l =

∑n
i=1 τi(mi−1) ,

Pn(m) ≡ P(m1,m2, . . . ,mn) — решетка n -мерного параллелепипеда с размерами m1,
m2, . . . ,mn : Pn(m) = {(x1, x2, . . . , xn) : xi = 0, 1, . . . ,mi − 1} =

∏n
i=1{0, 1, . . . ,mi − 1} ,

Pnk (m, τ) ≡ Pk(m1,m2, . . . ,mn; τ1, τ2, . . . , τn) — k -й τ -слой решетки параллелепипе-
да Pn(m) : Pnk (m, τ) = {(x1, x2, . . . , xn) : xi = 0, 1, . . . ,mi − 1 ,

∑n
i=1 τixi = k} , k =

0, 1, . . . , l , Pnk (m, τ) = ∅ , k < 0 , k > l ; P
n(R) ≡ P(R1, R2, . . . , Rn) — решетка n -

мерного квазипараллелепипеда с ребрами R1, R2, . . . , Rn : Pn(R) = {(x1, x2, . . . , xn) :

xi ∈ Ri} =
∏n
i=1Ri

rik=k= Pn(m) , Pnk (R, τ) = Pk(R1, R2, . . . , Rn; τ1, τ2, . . . , τn) — k -й
τ -слой решетки Pn(R) : Pnk (R, τ) = {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ Ri ,

∑n
i=1 τixi = k} =

⋃
x∈Pn

k
(m,τ)

∏n
i=1{rixi}

rik=k= Pnk (m, τ) , mi = |Ri| , P
n
k (R, τ) = ∅ , k < λ , k > μ .

Основные формулы (в скобках — частные случаи):

Pn(R) =
μ⋃

k=λ

Pnk (R, τ), P
n
i (R, τ)

⋂
Pnj (R, τ) = ∅, i 6= j,

〈 n∑

i=1

τixi : x ∈ Pn(m)
〉
= [0n01n1 . . . lnl ] ↔ nk = |Pnk (m, τ)|, k = 0, 1, . . . , l, (0)

Pn(R) = Pn−1(R)Rn =
mn−1⋃

i=0

{
Pn−1(R)

rn,i . . . rn,i

}

=
m1−1⋃

i=0

{
r1,i . . . r1,i

P(R2, . . . , Rn)

}

, (1)

Pnk (R, τ) =
mn−1⋃

i=0

Pn−1k−τnrn,i
(R, τ) {rn,i} =

mn−1⋃

i=0





Pn−1k−τnrn,i

(R, τ)

rn,i . . . rn,i





(Ckn = C

k−1
n−1 + C

k
n−1),

(2)
Pnk (R, τ) ∼ P

n
λ+μ−k(R, τ), |P

n
k (R, τ)| = |P

n
λ+μ−k(R, τ)| (C

k
n = C

n−k
n ),

k⋃

i=λ

Pmi (R, τ)P
n−m
k−i (Q, σ)

= Pnk (R1, . . . , Rm, Q1, . . . , Qn−m; τ1, . . . , τm, σ1, . . . , σn−m)
( k∑

i=0

Cim C
n−i
n−m = C

k
n

)
,

n∏

i=1

⋃

k∈Ri

{k}tτik =
μ⋃

k=λ

Pnk (R, τ)t
k
(
(1 + t)n =

∑n
k=0 C

k
nt
k
)
,
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n∏

i=1

⋃

k∈Ri

Aikt
τik =

μ⋃

k=λ

( ⋃

x∈Pn
k
(R,τ)

n∏

i=1

Aixi

)
tk

(
(a+ bt)n =

n∑

k=0

Ckna
n−kbktk

)
,

n∏

i=1

mi−1⋃

k=0

Aikt
τik =

l⋃

k=0

( ⋃

x∈Pn
k
(m,τ)

n∏

i=1

Aixi

)
tk, l =

n∑

i=1

τi(mi − 1).

Из этих тождеств, в частности, следуют формулы для многих комбинаторных
множеств [1], а при переходе к мощностям (или иным мерам и весам) — и формулы
для комбинаторных чисел с целой рациональной производящей функцией [2, 3].

П р и м е р 1. Решить диофантово уравнение [4]:
∑8
i=1 τixi = 73 , xi = 0, 1 ,

τ = (1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50) .

P4(2)= {0, 1}4
(1)
=

x1
x2
x3
x4






01001101 01001101
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00000

^
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^
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




1
2
3
5

→P43 (2, τ)=






01
01
10
00





,P48 (2, τ)=






01
01
10
11





, (3)

x1+2x2+3x3+5x4 : 01233456 5678891011 → P
4
k(2, τ) = ∅, k < 0, k > 11. (4)

P873(2, τ)
(2)
=
(4)
∅
⋃
P723 {1}

(2)
=(P623 {0}

⋃
P63 {1}) {1}

(2)
=
(4)
[(∅

⋃
P58 {1}) {0}

⋃
P53 {0}

⋃
∅) {1}] {1}

= P58
{
1
0
1

}⋃
P53
{
0
1
1

}⋃ (2)
=
(4)
(P48 {0}

⋃
∅)
{
1
0
1

}⋃
(P43 {0}

⋃
∅)
{
0
1
1

}
= P48

{
0
1
0
1

}
⋃
P43

{
0
0
1
1

}

(3)
={xi}41 , x1 = (0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1) , x2 = (1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1) , x3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1) ,
x4 = (1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1) .

Пусть A = {xk}s1 ⊂ Z
n ⊂ En , 〈xi1, xi2, . . . , xis〉 =

[
xn0i0 x

n1
i1
∙ ∙ ∙x

nmi−1
imi−1

]
, ( xir <

xir+1 ,
∑mi−1
r=0 nr = s ), Pi — проектор множества из Zn на ось Oxi : Pi{xk}s1 =

{xi0 , xi1 , . . . , ximi−1} , A =
⋃l
k=0Ak , Ai

⋂
Aj = ∅ , i 6= j , Ak ⊂ Zn .

Утверждение 1. Если A =
⋃m
i=1

{ xi xi ... xi
y1 y2 ... yn

}
, mn = s, yi ∈ Zn−1,

⋃mi−1
k=0 PiAik = PiA, PiAip

⋂
PiAiq = ∅, p 6= q, то

A = {xi}m1 {yi}
n
1 ,

l⋃

k=0

Ak =
n∏

i=1

mi−1⋃

k=0

PiAik . (5)

Теорема. Пусть Pl(t) =
⋃l
k=0Akt

k, Ak ⊂ Zn, ∅tk = ∅ . Если система из l+2
уравнений

n∑

i=1

τi(mi − 1) = l, (6)

⋃

x∈Pn
k
(m,τ)

n∏

i=1

Aixi = Ak, k = 0, 1, . . . , l, (7)

разрешима, то

Pl(t) =
n∏

i=1

mi−1⋃

k=0

Aikt
τik, Aik ⊂ Z, (8)

верно и обратное.
Утверждение 2. Пусть M1 = {k : k = 0, 1, . . . , l, |Pnk (m, τ)| = 1}, тогда

для k ∈ M1 уравнения из (7) примут более простой вид:
∏n
i=1Aixi = Ak, где∑n

i=1 τixi = k .
Утверждение 3. Пусть M∅(m, τ) = {k : k = 0, 1, . . . , l, Pnk (m, τ) = ∅},

A∅ = {k : k = 0, 1, . . . , l, Ak = ∅} . Для выполнения условия (7) необходимо, чтобы
M∅(m, τ) = A∅.

П р и м е р 2.1. Пусть в разбиении A =
⋃7
k=0Ak : A0 = {

0
0 } , A1 = {

1 2
0 0 } ,

A2 = ∅ , A3 = { 0 0 01 2 3 } , A4 = {
1 1 1 2 2 2
1 2 3 1 2 3 } , A5 = ∅ , A6 = { 0 04 5 } , A7 = {

1 1 2 2
4 5 4 5 } .

Разложить A на 2 множителя из суммы проекций его блоков Ak .
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P1Ai = {0} , i = 0, 3, 6 , P1Ai = {1, 2} , i = 1, 4, 7 ; P2Ai = {0} , i = 0, 1 ,
P2Ai = {1, 2, 3} , i = 3, 4 , P2Ai = {4, 5} , i = 6, 7 .

A =
7⋃

k=0

Ak =
⋃2
i=0 {

i ∙ ∙ ∙ ∙ i
0 1 2 3 4 5 }

(5)
={0, 1, 2} {0, 1, 2, 3, 4, 5}

= (P1A0
⋃
P1A1)(P2A0

⋃
P2A3

⋃
P2A6). (9)

П р и м е р 2.2. Пусть Ak в многочлене P7(t) =
⋃7
k=0Akt

5 те же, что и в
предыдущем примере. Разложить P7(t) на 2 множителя.

Пусть A10 = P1A0 , A11 = P1A1 ; A20 = P2A0 , A21 = P2A3 , A22 = P2A6 .

A
(9)
=(
⋃1
k=0A1k)(

⋃2
k=0A2k)

(5)
→m1=2 , m2=3

(6)
→ τ1 ∙1+τ2 ∙2 = 7→ (τ1, τ2) = (1, 3)∨(3, 2) .

С л у ч а й τ1 = 1 , τ2 = 3 . P(2, 3) = {0, 1} {0, 1, 2}
(1)
= x1

x2

{
0 0 0 1 1 1
0 1 2 0 1 2

}
1
3

x1+3x2 : 0 3 6 1 4 7

→

〈x1 + 3x2 : (x1, x2) ∈ P(2, 3)〉 = [0111203141506171]
(0)
→|Pk(2, 3; 1, 3)| = 1 , k ∈ M1 =

{0, 1, 3, 4, 6, 7}
Утв.2
→ A1x1 A2x2 = Ak (x1 + 3x2 = k) , k ∈ M , т. е. A10A20 = A0 ,

A11A20 = A1 , A10A21 = A3 , A11A21 = A4 , A10A22 = A6 , A11A22 = A7 . Этой
системе уравнений удовлетворяют множества A10, A11, . . . , A22 , из определений кото-
рых следует A10 = {0} , A11 = {1, 2} , A20 = {0} , A21 = {1, 2, 3} , A22 = {4, 5} ,

P7(t)
Теор.
= ({0}

⋃
{1, 2}t)({0}

⋃
{1, 2, 3}t3

⋃
{4, 5}t6) .

С л у ч а й τ1 = 3 , τ2 = 2 . 〈3x1 + 2x2 : (x1, x2) ∈ P(2, 3)〉 =
[0110213141516071] → M∅(2, 3; 3, 2) = {k : k = 0, 1, . . . , 7 , P(2, 3; 3, 2) = ∅} = {1, 6} 6=

{2, 5} = {k : k = 0, 1, . . . , 7 , Ak = ∅} = A∅
Утв.3
→ не все условия (7) выполняют-

ся, например, при k = 2 имеем P2(2, 3; 3, 2) =
{
0
1

}
→ A10A21

Утв.2
= A2 = ∅ , но

A10A21 = {0}{1, 2, 3} 6= ∅ .

. . . Новосибирск, Академгородок (28.12.1968). ИЭ. Ученый совет — идет сокра-
щение штатов, пятерых уже сократили. Неожиданно вошел Канторович. Настала моя
очередь. Прозвучало: — Не выполнил план— сократить. И тут произошло чудо. Встал
Леонид Витальевич: — Нельзя увольнять квалифицированного математика из-за не-
выполнения плана; академик Понтрягин 4 года не выдавал никакой продукции, а потом
выдал теорию оптимальных процессов . . . И только я— из черного списка— уцелел.

Запомнились слова Л.В.: «Перемелется — мука будет». И совет: — Не дразните
гусей.
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